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O Papel das Classes Préprias na

Fundamentacao das Ciéncias Formais

H4 quase cinquenta anos atrds Azriel Lévy! publicou um trabalho no qual
analisa o papel das classes proprias na fundamentagio da matematica. Propo-
nho-me, aqui, a estender essa discussao ao dmbito dos fundamentos da 16gi-
ca. Ap6io-me, em grande medida, na concepgdo de Kurt Godel do objeto de
investigacdo da matematica, do objeto de investigagdo da légica, e das rela-
¢Oes existentes entre estas ciéncias.

A tabela abaixo foi obtida a partir de informagoes constantes do Capftulo 8,
Teoria dos Conjuntos e Logica como Teoria dos Conceitos, do livro péstumo de Hao
Wang Uma Jornada Légica: de Godel a Filosofia (Wang, 1996). Nesse capitulo
Wang relata diversas conversas que manteve com Godel, nas quais este compa-
ra dois casos paradigmaticos de ciéncias formais: a matemitica e a légica.

Matematica Tépico Logica
Conjuntos (puros) Objeto de investigagio Conceitos (puros)

Pertinéncia Operagéo fundamental Aplicagao
Obediéncia a boa funda- Caracterizagao Violagio 2 boa fundagio
¢do e 2 extensionalidade por principios e A extensionalidade

Gerar e usar Objetivo Fundamentar

Concepgao iterativa e Critério de existéncia | (Grafos-ponto acessiveis)

hierarquia cumulativa

Tabela uinica: Casos paradigméticos de ciéncias formais.
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O texto original de Lévy (1976) encontra-se em Fraenkel, A. A.; BarHillel, Y ; Lévy, A. (Orgs.)
Foundations of Set Theory. Amsterdam: Notth Holland, 1958. Utilizo, neste artigo, a paginagao
da republicagao.
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Essa comparagio entre légica e matematica tem infcio com a determina-
¢do dos objetos de investigagio destas disciplinas. Segundo Gadel, “o tema da
Iégica s3o0 as intensdes (conceitos); o tema da matematica sao as extensdes
(conjuntos)” (apud Wang, 1996, p. 274). O qualificativo “puro”, que consta
da tabela, significa simplesmente que os unicos constituintes dos conjuntos
de que trata a matemética sao, por sua vez, também conjuntos (puros) e,
igualmente, os unicos constituintes dos conceitos de que trata a logica sao,
por sua vez, também conceitos (puros). Godel segue com a comparagdo ao
determinar as relagoes existentes entre conceitos e conjuntos. Ele conjectura
que o enunciado “a cada conjunto corresponde um conceito” ¢ verdadeiro,
embora precise ser demonstrado, uma vez que a verdade do enunciado nio é
evidente a partir dos préprios conceitos de conjunto e de conceito (apud Wang,
1996, p. 274)*. Por outro lado, “geralmente o dominio de aplicabilidade de
um conceito ndo precisa formar um conjunto” (apud Wang, 1996, p. 274).
Por exemplo, o conceito ‘conceito que nio se aplica a si mesmo’ nio tem
extensdo (consistente). Disso se conclui que, se estas relagoes entre conjuntos
e conceitos estio corretas e se Godel esta correto quanto aos objetos de inves-
tigagdo da l6gica e da matematica, a 16gica tem um escopo mais amplo do que
a matematica.

Godel prossegue com a comparagao entre l6gica e matematica. Segundo ele,
“assim como a teoria dos conjuntos é formulada no calculo de predicados pela
adicdo da relagio de pertinéncia, a teoria dos conceitos pode ser similarmente
formulada pela adig4o da relagao de aplicagio |...]” (apud Wang, 1996, p. 277).

Ha4, porém, diferengas significativas entre conjuntos e conceitos: enquan-
to que conjuntos obedecem aos principios de boa fundagao e de
extensionalidade, quer dizer, conjuntos nao podem pertencer a si préprios’ e
conjuntos (puros) aos quais pertencem os mesmos conjuntos sao idénticos,
conceitos violam tanto o principio de boa fundagio como o principio de
extensionalidade, quer dizer, h4 conceitos autoaplicaveis e conceitos (puros)
aplicaveis aos mesmos conceitos podem no ser idénticos (Wang, 1996, p.
275, 278). Esta ultima afirmagao, segundo a qual conceitos violam o princi-
pio de extensionalidade, contradiz o texto A Logica Matemdtica de Russell no

Godel afirma também que “nio ¢ uma confusio dizer que conjuntos somente podem ser defini-
dos por conceitos ou que conjunto é um modo determinado de falar acerca de conceitos.” (apud
Wang, 1996, p. 276)

O principio de boa fundago diz algo mais forte do que a mera nao autopertingncia, mas, para
os propdsitos aqui considerados, ¢ suficiente ter em conta esta conseqiéncia do principio de
boa fundagao.
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qual Godel (1990)* afirma exatamente o oposto. Godel, portanto, alterou sua
concepgao acerca de conceitos entre 1944, quando o texto em homenagem a
Bertrand Russell foi publicado, e o infcio da década de 70, época dos diglogos
entre ele e Wang,.

Finalmente, a diferenga entre matemética e légica nao ¢, segundo Godel,
apenas uma diferenga quanto a amplitude do escopo, mas também uma dife-
renca quanto aos objetivos pretendidos: “matematicos formam e utilizam con-
ceitos, mas eles geralmente nio investigam como os conceitos sio formados,
isto ¢ feito pela l6gica” (apud Wang, 1996, p. 274).

Uma questio em aberto nesta comparagio entre matematica e légica diz
respeito ao critério de existéncia de conceitos. Segundo Godel, a concepgao
iterativa dos conjuntos e o universo de conjuntos dela resultante, a hierarquia
cumulativa, é suficiente para a atividade do matematico, mas ainda nao ha
uma concepgéo an4loga a respeito dos conceitos, adequada para a fundamen-
tagdo da atividade do l6gico (Wang, 1996, p. 270)°. Classes préprias consti-
tuiriam um primeiro passo em dire¢do a essa almejada concepgao.

Godel explica que as classes préprias surgem da tentativa de extensionalizar
conceitos aos quais nao corresponde conjunto algum (Wang, 1996, p. 275).
Classes proéprias sdo, segundo Godel, “uma conveniéncia hibrida derivada,
introduzidas como um meio para falar a respeito de alguns aspectos dos con-
ceitos. Uma classe propria é um objeto improprio (uneingentlich Gegenstand),
nio é nada em si mesma. Em sentido estrito nao se deve falar de uma classe
[proprial: ela ¢ apenas um meio para falar sobre conceitos que se aplicam ao
mesmo dominio de coisas" (apud Wang, 1996, p. 275). Esta concepgao de
Godel, na qual classes préprias desempenham um papel secundério, em que
sdo utilizadas tdo somente na caracterizacdo de outras entidades, a saber, na
caracterizagdo de conceitos, também est4 presente nas aplicagoes que os de-
mais légicos lhes deram, com uma diferenca importante: enquanto que para
Godel as outras entidades caracterizadas por intermédio das classes préprias
sdo conceitos, para a grande maioria dos 16gicos contemporaneos essas outras
entidades sdo conjuntos. Por exemplo, na axiomatica de Johannes Von

O texto original de Gadel (1990) encontra-se em Schilpp, P. (Org.) The Philosophy of Bertrand
Russell. Evanston: Northwestern University, 1944.

A teoria dos conjuntos mal-fundados, teoria dos hiperconjuntos, de Peter Aczel (1988), pode
ser uma opgao de analogo, para conceitos, da concepgao iterativa e a resultante hierarquia
cumulativa. Ha, porém, diversos problemas que precisam ser contornados para que se torne
uma alternativa viavel. Por exemplo, falta pautar a escolha entre diferentes propostas de critéri-
os de identidade para conjuntos mal-fundados baseadas em decoragio de grafos-ponto acessi-
veis tais como as propostas de Bolfa, Forti e Honsell, Aczel, Scott. Vér (Hart, 1992).
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Neumann — Paul Bernays, elas vém a ser empregadas na obten¢io de uma
teoria dos conjuntos finitamente axiomatizavel; e em Teoria dos Conjuntos e
sua Logica, Willard van Orman Quine (1963) propoe que enunciados envol-
vendo classes proprias sejam considerados abreviagoes de enunciados en-
volvendo apenas conjuntos. Essa pratica dos l6gicos contemporaneos levou
Lévy (1976, p. 177) a afirmar que “teorias dos conjuntos com classes [pro-
prias} e teorias dos conjuntos somente com conjuntos nao sao duas teorias
distintas, elas sdo, essencialmente, diferentes formulacées da mesma teoria
subjacente”. Na continuidade, vou reconstruir a histéria “oficial” das clas-
ses préprias e analisar esse papel que elas desempenham com respeito as
teorias dos conjuntos.

A distingo entre conjuntoe classe prépria data de pelo menos 1899 quan-
do, em uma série de cartas a Richard Dedekind, Georg Cantor utiliza a se-
guinte caracterizagdo: “Por um lado, uma multiplicidade pode ser tal que a
suposi¢ao de que todos os seus elementos ‘estdo juntos' leva a uma contradi-
¢ao, de tal modo que ¢ impossivel conceber a multiplicidade como uma uni-
dade, como uma ‘coisa acabada’. Tais multiplicidades eu as denomino
multiplicidades absolutamente infinitas ou inconsistentes” (apud Hallett, 1984,
p. 166). As multiplicidades inconsistentes correspondem ao que hoje em dia
denominamos classes préprias. Na continuidade Cantor afirma, “Quando,
por outro lado, a totalidade dos elementos de uma multiplicidade pode ser
pensada sem contradi¢do como ‘estando juntos’, tal que sua colegao em ‘uma
coisa’ ¢ possivel, eu a denomino multiplicidade consistente ou conjunto.”
(apud Hallett, 1984, p. 166). E importante salientar que Godel utilizara esta
distingio em apoio ao seu objetivismo em matemética: “Essa propriedade sig-
nificativa de determinadas multiplicidades — que elas sao unidades — deve
vir de um fundamento mais s6lido do que o fendmeno aparentemente trivial
e arbitrario que podemos ter uma visao panoramica [overview} dos objetos em
cada uma dessas multiplicidades. Sem o quadro [picture] objetivo, parece
que n3o somos capazes de excluira completa arbitrariedade na determinacao
de quando uma multiplicidade pode ser pensada junta e quando nao pode.
De fato, sem o quadro objetivo nada parece nos prevenir de acreditar que
toda multiplicidade pode ser pensada como estando junta. Agora, como
sabemos, quando o fazemos cafmos em contradigdes. Algumas pluralidades
podem ser pensadas juntas como unidades, algumas nao podem. Portanto,
deve haver algo objetivo na formagao de unidades” (apud Wang, 1996, p.
260). Gbédel também esclarece, em carta a Stanislaw Ulam de circa 1950,
que a distingao entre conjuntos e classes proprias opera segundo um princi-
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pio maximal de tal maneira que “|...] todo conjunto que, de um determina-
do modo bem definido, nio implica em contradigdo existe” (apud Wang,
1996, p. 262).

Além da caracterizagio de classe prépria, Cantor também fornece um “cri-
tério” para a distingdo entre conjuntos e classes préprias em carta a Dedekind
datada de 28 de julho de 1899: “Duas multiplicidades equivalentes ou sio
ambas ‘conjuntos’ ou s3o ambas inconsistentes” (apud Hallett, 1984, p. 168).
Von Neumann enuncia, em carta dirigida a Ernst Zermelo, carta datada de 15
de agosto de 1923, este critério da seguinte forma: “um ‘conjunto’ ¢ ‘muito
grande’ se e somente se ele ¢ equivalente ao conjunto de todas as coisas” (apud
Hallett, 1984, p. 288). Este critério para a distingéo entre conjuntos e classes
proprias estabelecera o modo particular de tratamento das antinomias da te-
oria dos conjuntos adotado por von Neumann e todos aqueles que empregam
classes proprias, por contraste ao tratamento adotado por Zermelo e todos
aqueles que empregam tio somente conjuntos. Ambos, Zermelo e von
Neumann, adotam o que, na literatura, é denominada “doutrina da limitagao
de tamanho” na prevengao das antinomias. Axiomatizagoes ao estilo de Zermelo
evitam as antinomias ao pura e simplesmente nao admitirem multiplicidades
muito grandes, ao n3o admitirem classes préprias; axiomatizagoes ao estilo
de von Neumann o fazem nao permitindo que multiplicidades muito gran-
des, as classes préprias, pertengam a outras multiplicidades. Lévy (1976, p.
195) sintetizou a situagdo do seguinte modo: “[...] a doutrina da limitagdo de
tamanho ¢ retida por von Neumann, mas somente no sentido de que conjun-
tos muito grandes ndo podem ser membros de conjuntos, e no no sentido de
que tais conjuntos devem ser de todo evitados”.

Passemos agora a critica da proposta de von Neumann. Ela parece ser
bastante insatisfatéria porque, como Lévy (1976, p. 201) coloca a questio,
“embora [segundo a proposta de von Neumann] classes préprias sejam obje-
tos reais, colegoes de classes préprias ndo existem. A existéncia de objetos ma-
temdticos reais que nao podem ser membros de nenhum conjunto finito ¢ as-
sunto bastante peculiar [...]". Para o esclarecimento desta passagem, considere
o seguinte exemplo: seja V a colegdo dos objetos idénticos a si préprios; na
teoria de von Neumannnem (V) nem §(V) sdo conjuntos ou classes préprias® .

A concepgao de Godel acerca da realidade das classes préoprias ¢ similar a esta leitura que Lévy
faz da concepgo de Von Neumann: “Classes [proprias] podem, porém, também ser concebidas
como entes reais, a saber, como ‘pluralidades de coisas’ ou como estruturas consistindo de uma
pluralidade de coisas existindo independentemente de nossas defini¢des e construgdes” (apud
Wang, 1996, p. 275).
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Em outra passagem, Lévy (1976, p. 173) recorrera a concepgdo cantoriana de
conjunto, segundo a qual qualquer objeto pode ser empregado como elemen-
to de um conjunto, para inferir que na abordagem de von Neumann classes
proprias ndo sdo objetos.

Mas sera preciso negar a realidade das classes préprias para preservar a
definigdo cantoriana de conjunto? A resposta parece ser negativa e, para
sustentd-la, baseio-me em uma axiomatizagdo da teoria dos conjuntos pro-
posta por Wilhelm Ackermann em 1956. A axiomatica de Ackermann (1956)
retém uma forma fraca da doutrina da limitagio de tamanho segundo a qual
os elementos de um conjunto sdo conjuntos e as subclasses de um conjunto
sdo conjuntos, admitindo, portanto, a pertinéncia de uma classe propria a
uma classe prépria, assim como uma classe prépria estar contida em uma
classe prépria. Se recorremos 2 colegio V dos objetos idénticos a si préprios,
tem-se que tanto {V} como (V) sdo classes proprias, diferente daquilo que
havfamos obtido na teoria de von Neumann (nem {V} nem (V) sdo classes
préprias, muito menos conjuntos). A proposta de Ackermann amplia a pro-
posta de von Neumann e a aproxima da proposta de Godel, quer dizer, ao
mesmo tempo classes préprias, na teoria proposta por Ackermann, sdo utili-
zadas para esclarecer a nogio cantoriana de conjunto (o universo dos conjun-
tos nas teorias de Zermelo-Fraenkel e de Ackermann sdo idénticos!), mas
também pode ser empregada no esclarecimento da nogdo de conceito ao qual
nio corresponde nenhuma extensio (consistente), desde que, com ela, é pos-
sivel tratar, por exemplo, dos conceitos relacionados a {V} e a (V). A teoria
dos conjuntos de Ackermann merece um estudomais detalhado de todo aquele
que sonha com uma concepgio de l6gica nos moldes em que Godel a conce-
beu. O préprio Godel expressou esse projeto visionario, projeto que apesar
de sua reconhecida capacidade ele nio conseguiu concluir, da seguinte ma-
neira: “Ir além dos conjuntos vém a ser um passo compreensivel e, de fato,
necessédrio para uma concepgao abrangente ampla da légica. Retornamos ao
programa de desenvolvimento de uma grand légica, exceto que nio estamos
mais perturbados pelas conseqéncias da confusao entre conjuntos e concei-
tos” (apud Wang, 1996, p. 277). Podemos, ¢ claro, discordar da concepgio de
logica proposta por Godel, mas nao ignora-la, pois ela é promissora para a
elucidagdo da natureza do conceito de conceito.
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