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Resumo

Neste artigo apresentamos a distincdo hilbertiana entre diferenca, negacdo finitdria
e negacdo como processo formal. Mostramos que este tratamento da negacdo forma
parte da historia do modo algébrico de pensar e do conhecimento simbdlico.
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Abstract

In this paper we discuss Hilbert’s distinction between difference, finitary negation,
and negation as a formal process. We show that this treatment of negation is part of
the history of the algebraic mode of thought and of symbolic knowledge.

Key-words: Negation . Formalism . Finitism . Hilbert’s Program . Symbolic
knowledge

Se ha de se procurar kantismo na fundamentacao hilbertiana da matemati-
ca, haver-se-a de encontra-lo na tese de que a identidade e a diferenca dos
objetos é um affaire da sensibilidade e nao do entendimento.’ Essa minha
afirmacado é claramente conseqiiente com os pressupostos epistemologicos
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que caracterizam aquilo que Hilbert chamou “ponto de vista finito™: a) que os
objetos sejam dados em sua identidade e diferenca; b) que em relacéo com as
propriedades e/ou relacdes se possa determinar se os objetos em questéo as
possuem ou nao. Esta tese de carater extremamente geral encontra uma pecu-
liar aplicacéo no caso da aritmética: a) os objetos dela sao os signos numéricos
1J1011,...; b) se pode por simples inspecdo determinar se entre tais sequiéncias
de barras vigem operacoes, relacdes e propriedades do tipo “justapor”, “ser
parte de”, etc.*

Além dos signos numéricos /, //, ///,... que sao seu objeto, a aritmética in-
clui signos que servem para a comunicacéo: a) os que significam sequéncias
de barras: 1, 2, 3, .... ; b) os signos “=" e “#” para a identidade e a diferenca;’
¢) outros signos que designam operacdes, propriedades e relacdes decidiveis
entre sequéncias de barras: +, x, <, etc. Com a ajuda desses signos formula-
mos enunciados que se adequam ao ponto de vista finito e que chamaremos
enunciados finitarios ou também “com conteudo”. Assim, por exemplo, sdo
enunciados aritméticos finitarios “2 = 2”; “2 # 3”; “2 + 3 = 5”; “3<2”. Consi-
derando as sequiéncias de barras que os signos 1, 2, 3,... significam, os dois
primeiros enunciados expressam a identidade e a diferenca, respectivamente,
entre as correspondentes seqtiéncias de barras; o terceiro que a justaposi¢ao
das sequéncias que correspondem a 2 e 3 ¢ idéntica com a que corresponde
a 5; 0 quarto que a sequiéncia que corresponde a 3 ¢ parte da sequéncia que
corresponde a 2. Naturalmente, os trés primeiros enunciados sao verdadeiros
enquanto que o ultimo ¢é falso.®

A aritmética limitada as restricdes que impoe o ponto de vista finito nao é
a aritmética que poderiamos denominar usual, isto é, aquela que os matema-
ticos desenvolvem “informalmente”. Como veremos a seguir, a distin¢éo entre
ambas aritméticas passa por examinar se e sob que condicoes a aplicacdo das
operacdes logicas preserva sentido finitario com especial referéncia a negacéo.
A aplicacdo do operador logico de negacéo a equacdes e inequacdes numeéri-
cas preserva sentido finitario em cujo caso inverte os valores de verdade em

Devo confessar que ndo vejo empirismo nenhum no formalismo hilbertiano; para o leitor interes-
sado em veé-lo, cf. Giaquinto (1983), Detlefsen (1986) e Detlefsen (1990).

A bipolaridade da identidade e da diferenca deve-se acrescentar a bipolaridade da verdade e da
falsidade, isto €, que o falso nao ¢ a negacéo do verdadeiro.

Para uma fina exposicéo de aspectos conceituais do ponto de vista finito, veja-se Sinaceur (1993).
Para diferentes alternativas de caracterizacio matematica de tal ponto de vista, cf. Kreisel (1983),
Tait (1981).
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questdo: quando negados, os trés primeiros enunciados sdo falsos e o ultimo é
verdadeiro.” Consideracoes similares podem ser feitas mutatis mutandis acerca
dos restantes operadores logicos proposicionais: a conjuncao, a disjuncao ou
a condicionalizacdo.

Ora, mesmo na aritmética finitaria necessitamos enunciados que comuni-
quem generalidade, isto é, necessitamos de variaveis de individuo que variam
sobre o dominio previamente dado dos signos numéricos.® Enunciados que envol-
vem variaveis livres como “a + 1 = 1 + a” possuem sentido finitario desde que
concebidos da seguinte maneira: se a ¢ um signo numérico dado entdoa + 1 =
1 +a. O problema aparece com a negacao deles, pois, segundo Hilbert, neste
caso dever-se-ia percorrer o dominio de signos numéricos, ou seja, a negacao
envolveria uma referéncia a totalidades infinitas, isto é, uma passagem ao
transfinito:

Assim, por exemplo, o enunciado se a ¢ um signo numérico deve
valer sempre:
a+l=1+a,

do ponto de vista finito ndo é passivel de negacéo. Isto fica claro
quando consideramos que este enunciado nao deve ser interpreta-
do como uma conexdo infinita de muitas equacoes numéricas por
meio de “e”, mas como um juizo hipotético que afirma algo, caso
seja exibido um signo numérico. (Hilbert (1926), p. 173)

Portanto, a negacéo ndo preserva em geral sentido finitario e, de manei-
ra analoga, também nio o preservam nem a quantificacio universal nem a
quantificacio existencial irrestritas. Um exemplo paradigmatico de enuncia-
do transfinito € o principio de terceiro excluido, para cuja formulacao concor-
rem combinadas as operacodes logicas de negacéo e de quantificacéo irrestrita:
(Vx) (Px) v = P(x)) ou (Vx) P(x) v (Ix) —=P(x). A titulo de exemplo do uso

Em uma versao radical, a negacdo finitaria se identifica com a diferenca: “Do ponto de vista finito,
a negacdo de uma proposicdo nao tem sentido se nao equivale a uma proposicao afirmativa. As-
sim, por exemplo, a proposicio negativa: o signo numérico a néo ¢ idéntico ao signo b, significa o
mesmo que a proposicao afirmativa: o signo numeérico a é diferente do signo b.” (Bernays (1941),
p. 146.)

No paragrafo anterior ao texto citado na nota de rodapé acima, Bernays escreve: “Vemos ao mes-
mo tempo que existe uma diferenca essencial entre os pontos de vista intuicionista e finista. Em
particular, remarcaremos a seguinte diferenca concernente as proposicoes gerais: enquanto que o
intuicionismo limita-se a contestar a aplicacéo de terceiro excluido a tais proposicoes, o método
finitista evita por principio a negacdo de toda proposicéo geral, assim como seu emprego como
antecedente em uma proposicao hipotética.” (Bernays (1941), p. 141.) Para uma discussao acerca
do estatuto da generalidade, cf. Smorynski (1989).
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questionavel deste principio — cujo interesse é meramente tedrico no caso
da aritmética, porém nada tedrico no caso de ramos mais avancados da mate-
matica — considere-se uma demonstracio na qual da suposicéo de (Vx) P(x)
se segue um enunciado falso. Logo, —(Vx) P(x), e assim, tertium non datur,
(3x) =P(x), isto ¢, ter-se-ia demonstrado a existéncia de um objeto sem exibi-
lo. Na aritmética finitaria ndo sido admissiveis tais principios transfinitos de
demonstracio.

Qual é o problema? Por um lado, o problema reside em que o transfinito
era visto como potencial fonte de paradoxos, como os que afetaram a teoria
de Cantor. Por outro lado, decididamente mais importante para Hilbert, o
sentido dos enunciados transfinitos deve ser adequadamente esclarecido com
vistas a sua utilizacdo nas demonstracdes matematicas em geral e das demons-
tracoes aritmeéticas em particular.” Desde Os fundamentos da geometria, Hilbert
exprimia sua concepcdo de matematica (e do progresso da matematica) em
termos da relacdo entre os problemas dados e os meios para resolvé-los, i.e.,
os principios e métodos de demonstracdo. A sua “regra fundamental” ¢ que,
dado um problema geométrico, ele pode ser respondido através de meios
limitados. Em relacao com a “pureza” dos métodos que alguns matematicos
exigem, Hilbert declarava que essa exigéncia era uma forma subjetiva da sua
regra fundamental. Quase trinta anos depois, a respeito da rejei¢do constru-
tiva de principios e métodos transfinitos Hilbert escrevia: “Se ha uma totali-
dade de observacoes e fenomenos que merece ser objeto de uma investigacao
séria e profunda é esta —pois, depois de tudo, é parte da tarefa da ciéncia
libertar-nos da arbitrariedade, do sentimento e dos preconceitos, e livrar-nos
do subjetivismo que se sente nos pontos de vista de Kronecker e, segundo me
parece, encontra sua culminac@o no intuicionismo.” (Hilbert (1930), p. 306;
grifos nossos)

Hilbert aceita que tais principios ndo sio confiaveis, porém nao aceita que
a rejeicdo deles possa ser justificada por critérios subjetivos; em particular,
pelo recurso a intuicdo construtivista. Nao se trata para Hilbert de negar, por
certo, a existéncia de um conhecimento confiavel (=intuitivo): a percepcao
(ou talvez melhor: as pré-condicoes de conhecimento que a sensibilidade
fornece) é concebida por Hilbert como a instancia intuitiva intersubjetiva que
permite ndo somente discriminar entre principios confiaveis e nao-confiaveis,
mas também que serve como base para a definitiva admissao dos ultimos.'°

Hilbert sempre acreditou que os paradoxos se deviam a simples falta de precaucdo no uso dos
conceitos da teoria de conjuntos. Que o problema para Hilbert sempre foi o da justificacao de
principios e de métodos transfinitos pode ser visto em Abrusci (1980).

10 E importante notar que esses principios nao-confiaveis sao considerados sem contetido do ponto

de vista finito, ndo simplesmente sem contetdo. (O formalismo de Hilbert é metodologico!) Com
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No caso da aritmética, a solucdo formalista do impasse entre métodos cuja
confiabilidade (i.e., “pureza”) é garantida e métodos cuja confiabilidade é
questionada consiste, em primeiro lugar, em discriminar entre uma classe de
conhecimento intuitivo, porém intersubjetivo, fundado na percepcao de seqi-
éncias de barras, proprio da aritmética finitaria, e um conhecimento simbdlico,
alcancado por manipulacdo de signos, codificado na teoria aritmética formal.
Em segundo lugar, pela demonstracéo de consisténcia dessa teoria formal.

Em geral, por um procedimento que podemos denominar de formalizacao
completa da matematica, qualquer teoria matematica usual, aritmética inclui-
da, é codificada na teoria formal correspondente, que por vezes Hilbert chama
de teorias matematicas em sentido proprio. Este é “o pensamento fundamen-
tal” do Programa, a saber, que a matematica usual pode ser completamente
formalizada, de maneira tal que ela pode ser vista como um estoque de for-
mulas desprovidas de sentido. Uma teoria formal pressupoe uma linguagem
caracterizada de forma tal que se possa decidir se uma seqiiéncia de signos é
uma formula bem formada da linguagem ou néo. Além dos signos usuais da
matematica, tal linguagem inclui os signos para as operacoes logicas. Dentre
essas formulas, algumas sdo chamadas axiomas. Uma demonstracdo é uma
sequéncia de férmulas cada uma das quais ou bem é um axioma ou bem é
resultado da aplicacdo de alguma regra de inferéncia a formulas anteriores
da sequéncia. Uma formula serd demonstravel, portanto, um teorema, se € a
ultima férmula de uma seqiiéncia de tal tipo.*!

Observe-se que a logica é tratada conjuntamente com a matematica, isto ¢,
Hilbert ndo pensa em termos de uma logica subjacente. Isto reflete o fato de
que as operagdes e principios logicos sdao problematicos quando vinculados
com a mencionada referéncia a totalidades infinitas, portanto, quando vincu-
lados com a matematica. Neste contexto transfinito, a negacdo, assim como
as restantes operacoes logicas, é concebida como um processo formal. Em A
fundamentagdo da teoria elementar de nimeros, Hilbert escreve:

E justamente uma das tarefas mais importantes da teoria da de-
monstracdo esclarecer o sentido e admissibilidade da negacao: a

efeito, havera principios menos confiaveis que os Axiomas de Redutibilidade e Infinito de Russell?
No entanto, em relacao com alternativas para a admisséo de principios e métodos de demonstra-
¢do, Hilbert escreve: “E para uma justificacdo eu nao necessito nem Deus, como Kronecker, nem
assumir uma faculdade especial de nosso entendimento dirigida ao principio de inducdo, como
Poincaré, nem alguma Ur-lintuition como Brouwer, nem, como Whitehead e Russell, os axiomas
de Infinito e Redutibilidade, que sdo pressuposicaes reais, com contetido, ndo compensadas por de-
monstracao de consisténcia, e que inclusive a tltima delas nao é sequer plausivel. (Hilbert (1931),
p. 493; grifos nossos)
11 Cf Hilbert (1931), p. 489.
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negacdo é um processo formal, por meio do qual, de um enunciado
S resulta outro que estd vinculado com S pelos axiomas da nega-
¢do mencionados acima (essencialmente, o principium contra-
dictionis e o tertium non datur). O processo de negacdo é um
meio necessario da pesquisa teorica; sua aplicacao incondicional
possibilita a completude e fechamento da Logica. Porém, em geral,
o enunciado que resulta da negacao ¢ um enunciado ideal, e consi-
derar esse enunciado ideal como sendo em si mesmo um enuncia-
do real seria compreender erroneamente a natureza e esséncia do
pensamento. (Hilbert (1931), pp. 493-494.)

Ha, portanto, além da diferenca e da negacao finitaria, a negacao enten-
dida como processo formal ou, simplesmente, a negacéo formal. A passagem
também serve para esclarecer a natureza dos enunciados transfinitos. Com
efeito, os enunciados transfinitos que a teoria formal codifica sdo concebidos
como enunciados ideais face os enunciados finitarios ou reais da aritmética
intuitivo-finitaria. Por sua vez, esse conceito de enunciado ideal se relaciona
com o conceito de elemento ideal: o acréscimo axiomatico do operador t, por
exemplo, que permite demonstrar o principio de terceiro excluido, postularia
a existéncia de elementos (representantes) ideais para qualquer propriedade
ndo vazia.

O sentido do uso irrestrito dos operadores logicos e a fortiori dos enun-
ciados ideais que resultam de sua aplicacao decorre da manipulacdo regrada
dos simbolos correspondentes. Uma observacido aqui é pertinente, a saber,
a algebrizacdo da matematica envolvida no conceito de teoria formal. Ja vi-
mos que a negacao apresentava problemas quando combinada com a gene-
ralidade. Ora, na teoria formal as variaveis sdo concebidas como na dlgebra,
isto é, como signos sujeitos a manipulacéo regrada. Portanto, ja nao estamos
em presenca de variaveis que supdoem um dominio de objetos previamente
dado. Pode-se dizer que Hilbert estende esta algebrizacao as operacdes logi-
cas: quando desprovidas de sentido finitario, elas sdo concebidas como signos
de um calculo algébrico:

Com efeito, reconhecemos que a matemdtica elementar ja vai além
do ponto de vista finito na teoria intuitiva de niimeros. Mesmo o
método de calculo algébrico com letras nao estd incluido nos recur-
sos da teoria de niimeros intuitiva e com contetido como concebi-
da até aqui. Nessa teoria usam-se sempre formulas somente para
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comunicacao; as letras significam numerais, e por intermédio de
uma identidade a concordancia de dois signos ¢ comunicada. Na
dlgebra, por outro lado, consideramos as expressoes em si mesmas
formadas por letras como objetos independentes, e as proposicoes
com contetido da teoria de numeros sdo formalizadas por meio
delas. (Hilbert (1926), p. 174-175.)

Como ja dissemos, em segundo lugar, a solucao do impasse acerca da ad-
missibilidade de principios e métodos exigia demonstrar que a teoria formal
em questdo é consistente, isto é, que nao deduz “0 = 17. Os métodos a ser
utilizados nesta demonstracao, naturalmente, ndo podem incluir principios
transfinitos sob pena de circularidade. Assim, o problema da demonstracido
de consisténcia de teorias formais gera uma nova teoria matematica, a saber,
a teoria da demonstracio ou meta-matematica. A teoria da demonstracdo nio
pode ser uma teoria formal: ela é uma teoria intuitiva cujos conceitos e méto-
dos devem ser finitarios. Com efeito:

Esta matemadtica em sentido proprio, a matemdtica formalizada,
¢ acompanhada por uma nova matemdtica, uma meta-matemad-
tica, que € necessdria para assegurar a matemdtica formalizada;
nela —em contraste aos modos puramente formais de inferéncia da
matemdtica em sentido proprio- é usada inferéncia com contetido,
porém somente para demonstrar a consisténcia dos axiomas. (Hil-
bert (1931), p. 489)

Na teoria da demonstracao se deve demonstrar enunciados que utilizam a
negacao e variaveis livres, como o proprio enunciado de consisténcia, a saber,
que para qualquer demonstracao, “0 = 1” nao é formula final. Porém, o do-
minio das variaveis é previamente dado sob condicoes finitarias: seqiéncias
de signos da linguagem da teoria formal com as condicoes de identidade e
diferenca do caso; propriedades e relacoes (como “ser uma demonstracio”)
que podemos decidir por inspecdo se sequiéncias de tais signos as possuem
ou nao. (Observe-se que isto vale para qualquer teoria formal de qualquer
ramo da matematica.) Em particular, com respeito a negacéo na teoria da
demonstracdo, Hilbert escreve: “Usamos com contetido a negacao somente na
demonstracdo de consisténcia e na medida e enquanto corresponde ao nosso
ponto de vista fundamental.” (Hilbert (1922), p 173) O circulo intuicdo-for-
malismo-intuicdo estd fechado: os principios e métodos transfinitos funda-

I3
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mentar-se-d0 no ambito do finito. Escreve Hilbert: “Sobre o solo do finito
deve ser alcancado o manejo livre e o dominio completo sobre o transfinito!”
(Hilbert (1923), p. 156)

Porém, que classe de conhecimento é aquele alcancado através de mani-
pulacdo simbolica? Historicamente temos varias alternativas para responder
que tipo de conhecimento é aquele que Leibniz denominou simbélico. Uma
primeira alternativa consiste em considerar que o conhecimento simbolico é
um suceddneo do conhecimento intuitivo. Assim, o uso de simbolos exigiria
uma contrapartida intuitiva e a manipulacéo seria uma questdo de econo-
mia. Poderiamos pensar que a inevitavel manipulacdo simbolica propria da
aritmética finitaria é desta classe. Porém, ja vimos que este néo é o caso na
aritmética usual ou na teoria formal correspondente que a representa.

Uma segunda alternativa seria considerar que em relacdao com a classe de
enunciados finitarios, o conhecimento simbdlico estende instrumentalmente o
conhecimento intuitivo no seguinte sentido: seja A uma férmula finitaria ou
real, se a teoria formal deduz A, entdo a teoria intuitiva também deduz A. A
demonstracao deste enunciado adicionalmente proveria uma demonstracdo
de consisténcia, pois como a teoria intuitiva nao deduz “0 = 17, entéo a teoria
formal também ndo deduz “0 = 1”. Hilbert parece ter pensado algo semelhan-
te, inclusive como estratégia para a demonstracéo de consisténcia, > porém o
Teorema de Godel bane essa possibilidade.

Ora, independentemente dos resultados negativos que decorrem desse
celebrado teorema, a alternativa acima nao daria conta do conhecimento al-
canc¢ado quando se demonstram enunciados que nao pertencem a classe dos
finitarios. Uma terceira alternativa é a seguinte: o conhecimento simbolico é
conhecimento de estruturas, conhecimento de formas ou de relacdes, isto €,
é conhecimento formal. O Teorema de Godel nao afeta esta concepcio de co-
nhecimento matematico; afeta sim a pretensdo de sua fundamentacéo ultima
finitaria.

As trés alternativas que mencionamos se encontram em Leibniz: a pri-
meira em relacdo com o aparato simbolico da aritmética elementar ou com
o da algebra vista como método para a solucdo de problemas aritméticos ou
geométricos; a segunda com a algebra ou a analise considerando as raizes
imaginarias ou os infinitésimos como elementos ideais eliminaveis; a ultima
delas vinculada essencialmente com uma concepgao abstrata de algebra, isto
é, como ciéncia de relacdes quantitativas. Portanto, se ha de se procurar leib-

Neste caso seria absolutamente imprescindivel codificar a aritmética finitaria numa “teoria for-
mal”; porém, o objetivo da formalizacdo ndo seria demonstrar sua consisténcia.
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nicianismo na fundamentacao hilbertiana da matematica, haver-se-a de encon-
tra-lo na nocdo de conhecimento simbolico.
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