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Abstracdo como operagao
I6gica em Aristoteles

No intuito de rejeitar as formas platonicas, Aristoteles introduz em sua filoso-
fia da matematica a obscura operacéo de abstracdo.! Em um importante arti-
go,? cujo conteudo foi essencialmente reproduzido depois em seu ja classico
livro sobre Aristoteles,? J. Lear elucidou a operacédo de abstracdo como opera-
¢éo logica— e nao real — de separacdo. Segundo Lear, um objeto a enquanto tri-
angulo (a qua F nas formulas seguintes) possui a propriedade de que a soma
de seus angulos internos seja dois retos se e somente se: a) a € um triangulo;
b) para qualquer objeto, se ele for um triangulo entéo a soma de seus angulos
internos é igual a dois retos. Sendo F e G propriedades quaisquer, define-se a
operacédo de abstracdo da seguinte maneira:

G@quaF)* = F@) A (%) (F&x) — GX).

Sem conhecimento do antecedente, J. da Silva apresentou uma elucidacao
semelhante * — porém néo idéntica— da mesma operaczo:

G quaF)**= G A x) (Fx)— Gx).

No que segue, ocupar-nos-emos na abstracédo em geometria, deixando para uma breve considera-
cao final o caso da aritmética.

Lear. “Aristotle’s Philosophy of Mathematics”. In: The Philosophical Review, 91, 1982, (2): 161-
192.

Lear. Aristoteles. El deseo de comprender. Madrid: Alianza Editorial, 1994, sec. 6.2, pp. 261-278.
(Traducao espanhola de Aristotle. The desire to understand. Cambridge University Press, 1988.)
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As duas defini¢oes acima sao definicoes contextuais: ndo definem a qua
E mas a qua F ter uma propriedade qualquer. Das duas definicoes resulta a
eliminabilidade do definido, sendo portanto os “abstratos” entendidos como
meras facons de parlez. Pode-se dizer que a propriedade F funciona como um
filtro de todas as propriedades em relacao as quais F nao esta subordinada.
Metaforicamente: ao considerar a qua F “apagamos” do objeto sensivel toda e
qualquer propriedade que nio dependa de E

Por certo, Lear fala simplesmente de abstracéo, enquanto que da Silva fala
de abstracao idealizante. O cerne da diferenca encontra-se na aceitacdo ou nio
de objetos fisicos como sendo instancias “perfeitas” de conceitos geométricos.
Como para da Silva nio ha tais objetos, a idealizacdo complementa “aperfei-
coando”, por assim dizer, o resultado da abstracdo. Lear ndo necessita desse
componente idealizante na medida em que atribui a Aristoteles a tese de que
existem tais instancias perfeitas de conceitos matematicos. Seja como for, para
dar conta da geometria, os dois autores necessitam recorrer, para além da
abstracdo, a noc¢do usual de construcio da geometria euclidiana.

Dissemos acima que as duas definicoes de abstracdo ndo sio equivalentes.
Com efeito, a segunda ¢é mais fraca do ponto de vista logico que a primeira.
Por G (a qua F)*, temos F(a) ¢ (x) (F(x) — G(x)). Da tltima férmula se segue,
em particular, F(a) — G(a). Desta e F(a) se segue G(a). Logo, temos tanto
G(a) quanto (x) ( F(x) — G(x)), que por definicdo é G(a qua F)**. Assim, da
definicio de Lear se segue a de da Silva. Porém, a reciproca nio é verdadeira.
Com efeito, seja um objeto retangular ndo-quadrado a considerado enquanto
quadrado. Ora, é verdade: a) que a tem seus quatro lados iguais e b) que para
qualquer objeto se ele é um quadrado entdo tem seus quatro lados iguais.
Logo, como os dois conjuntivos da definicéo sio verdadeiros, é o caso que G
(a qua F)**. Porém, a ndo é um quadrado, logo, néo é o caso que G (a qua
F)*, pois um dos conjuntivos é falso. Portanto, da definicéo de da Silva nao se
segue a de Lear. Podemos resumir dizendo que G(a qua F) — F(a) é teorema
para Lear, porém nao para da Silva.

Lear apresenta uma pormenorizada discussio de sua definicdo, acompa-
nhada pelo aparato critico proprio de uma grande estudioso de Aristoteles;
porém nio apresenta as consequéncias logicas de sua definicao de abstracao,
como faz da Silva. Dado que a definicido de da Silva se segue da de Lear, os
teoremas a seguir sio comuns’:

Para as respectivas demonstracoes, veja-se o Apéndice a esta nota.
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a) Se a tem a propriedade E a qua F também possui a propriedade E Em
simbolos: F(a) — F (a qua F). Em outras palavras: uma propriedade F qual-
quer subordina a si propria. A reciproca “F (a qua F) — F(a)” se segue da
definicdo.

b) Se a qua F tem a propriedade G e um objeto b tem E entdo b qua F tem
também a propriedade G. Em simbolos: G(a qua F) A F(b) — G(b qua F). Se
a enquanto F possui uma propriedade e um objeto qualquer possui E entdo
esse objeto também possui G, isto é, as propriedades que valem para um ob-
jeto a enquanto F valem para qualquer objeto que também possua E

Um aspecto interessante, ausente em Lear, é que da Silva estende a ope-
racdo de abstracdo a abstracdo de propriedades. Assim, supondo que F seja
uma propriedade de objetos reais, pode-se considerar, independentemente
do objeto do qual a propriedade F seja uma propriedade, uma forma F de-
terminada por esse aspecto considerado em si. Sendo G uma propriedade
possivel de objetos reais, definimos contextualmente uma forma possuir uma
propriedade da seguinte maneira:

G(F) =, () (F(x) — G()).

De acordo com esta defini¢do contextual, uma forma F possui a proprie-
dade G quando a extensdo da propriedade F (o conjunto de todos os objetos
que satisfazem essa propriedade) é subconjunto da extenséo da propriedade
G — ou seja, quando F é logicamente subordinada a G. Como consequéncias
dessa definicdo tem-se:

¢) F(F). Obviamente, pois toda propriedade se subordina a si propria.

d) G(F) A F(a) — G(a qua F). Se uma forma possui uma propriedade e um
objeto a possui a propriedade da qual a forma é abstracdo, entdo o objeto a
possui também a propriedade em questédo.

Dado que a idéia de abstracdo de propriedades é identificar uma forma
com a extensdo de objetos que possuem a propriedade abstraida, define da

Silva a identidade de formas da seguinte maneira:

(F=06=dx FX < 6x)
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Isto é, quando duas formas se aplicam a exatamente os mesmo objetos sdo
iguais. Algumas conseqtiéncias dessa definicao sao:

e) (F = G) = F(G) A G(F). Se duas formas sdo iguais, entéo as respectivas
propriedades se subordinam uma a outra.

f) R(F) A(F = G) — R(G). Se duas formas sao iguais, entdo as respectivas
propriedades se subordinam uma a outra. Conseqlientemente, se uma pro-
priedade qualquer se subordina a E entao também se subordina a G.

g) (F=G)=x (R Rkx qua F) & R(x qua G)). Duas formas F e G séo
idénticas se e somente se para qualquer objeto x e para qualquer propriedade
R se x qua F possui a propriedade R entdo x qua G também possui R, e reci-
procamente. °

h) (F = G) = (R) R(F) < R(G). Principio de identidade de Leibniz para
formas: duas formas sdo idénticas se e somente se qualquer propriedade R
que vale de F vale de G e reciprocamente.

Cabe se perguntar a respeito da possibilidade de aplicar estas caracte-
rizagdes da abstracdo a aritmética. Para Lear, por exemplo, considerar “um
homem enquanto homem” é selecionar a unidade de contagem, permitindo
assim contar homens. (Parece surpreendente que Aristoteles, conforme Liar,
somente tenha uma solucdo para contar objetos pertencentes a uma classe
natural, sem ter pensado, por exemplo, que poderiam contar-se homens e ca-
chorros, que nao constituem uma classe natural.) da Silva estende a abstracao
a aritmética, porém claramente num sentido diferente, pois se a operacao de
abstracdo era antes definida para um objeto enquanto possuindo uma proprie-
dade, agora consiste na abstracio de unidades, pares, triplas, etc. de objetos
enquanto possuindo as propriedades um, dois, trés, etc. Dito de outra ma-
neira, a abstracdo opera ja nao sobre objetos mas sobre colecoes de objetos,
com o recurso adicional a uma espécie de “variacao livre” dos elementos das
colecoes que forneceria uma “intuicdo formal”.” Com relacio a Aristoteles,

A prova da reciproca a p. 60 de Da Silva (2007) é incorreta. Uma prova correta é fornecida no
Apendice.

Em no minimo dois momentos revela Da Silva suas raizes fenomenolégicas: a) quando afirma que
abstrair uma propriedade F é considerar F como um substrato de predicacio; b) quando recorre
como agora a idéia de variacéo livre.
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nos inclinamos a concordar com Lear; avaliar a teoria (ndo aristotélica) da
abstracdo como parte de uma filosofia da aritmética apresentada (e nao pro-
posta) por da Silva escapa aos limites desta nota.

Apéndice

a) Seja por hipotese F(a). Como (x) (F(x) — F(x)) é uma lei logica, temos
tanto F(a) (por hipotese) quanto(x) (F(x) — F(x)), que é F (a qua F) pela
definicao G(a qua F)**. Logo, supondo F (a) se segue F (a qua F), isto é, F(a)
— F (a qua F), como queriamos demonstrar.

b) Por hipotese temos G(a qua F) **e F(b). Por definicao de G(a qua F)
** temos G(a) e (x) ( F(x) = G(x)). Desta ultima formula, em particular,
se segue F(b) — G(b). Como por hipotese, temos F(b), entdo temos também
G(b). Logo, temos tanto G(b) quanto (x) ( F(x) — G(x)), que por definicao é
G(b qua F) **. Assim, se G(a qua F) e F(b) entdo G(b qua F). Isto é: G(a qua
F) A F(b) — G(b qua F).

¢) Como (%) (F(x) — F(x)) é uma lei logica, trivialmente F(F) pela defi-
nicdo de G(F).

d) Por hipotese, G(F) e F(a). Pela definicio de G(F), temos (x) (F(x) —
G(x)). Desta ultima se segue, em particular, F(a) — G(a). Como por hipotese
temos F(a), entdo temos também G(a). Assim, temos tanto G(a) quanto (x)
(F(x) = G(x)), que por definicdo é G (a qua F). Logo, se G(F) e F(a) entdo G(a
qua F). Em simbolos: G(F) A F(a) — G(a qua F).

e) Suponhamos, em primeiro lugar, (F = G) para demonstrar o condicio-
nal da esquerda a direita. Da defini¢do acima, (x) (F(x) <> G(x)). Portanto,
temos (x) (F(x) = G(x)) e (x) (G(x) — F(x)). Pela definicao de forma, a pri-
meira formula é F(G) e a segunda formula é G(F). Logo, (F = G) — F(G) A
G(F). Para demonstrar o condicional de direita a esquerda, suponhamos F(G)
e G(F). De cada uma delas se segue, por definicdo, (x) (F(x) — G(x)) e (x)
(G(x) = F(x)). Assim, (x) (F(x) «> G(x)), que por definicdo de identidade de
formas é F = G.

f) Por hipotese, R(F) e (F = G). Desta ultima, por definicdo de identidade
de formas, (x) (F(x) <> G(x)). Logo, por definicdo de bicondicional, (x) (G(x)
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— F(x)). Porém de R(F) se segue (x) (F(x) — R(x)). Assim, das tltimas duas
formulas, (x) (G(x) — R(x)), que por definicao é R(G).

g) De esquerda a direita: suponhamos (F = G) e R(x qua F). Por definicéo
de F = G, temos (x) (F(x) <> G(x)) e assim (x) (G(x) — F(x)). Por definicdo
de R(x qua F), temos, além de R(x), (x) (F(x) — R(x)). Logo, de (x) (G(x) —
F(x)) e (x) (F(x) — R(x)), temos (x) (G(x) — R(x)). Como temos R(x), entdo
por definicao temos R(x qua G). O mesmo argumento, supondo R (x qua F)
completa a prova do bicondicional da esquerda a direita. Para a prova da di-
reita a esquerda: supor que F # G. Por e) temos —F(G) ou ~G(F). Seja ~G(F)
(a prova para ~F(G) é similar). Sejaa € H = {x: F(x) A ~G(x)}. Consideremos
dois casos: ~ (x)(G(x) — F(x)) e (x)(G(x) — Fx)). Se "(x)(Gx) — Fx)), a
e F sdo tais que: Fa e (x)(F(x) — F(x)), logo F(a qua F); mas ~(x)(G(x) —
F(x)), logo —F(a qua G). Se (x)(G(x) — F(x)), precisamos considerar trés
subcasos. 1°. subcaso: ha beH tal que b#a; a e GU{a} sdo tais que: acGUf{a}
e GcGuia}, logo Gu{a}(a qua G); mas “"FcGu{a}, logo -Guf{a}(a qua F}.
2°. subcaso: H={a} e G=J; ceG e G sio tais que: ceG e GCG, logo G(c qua
G); mas —FcG, logo —~G(c qua F). 3°. subcaso: H={a} e G=({, isto ¢, F=H;
de[—F] e [F] ([—F] estd indicando o complemento absoluto de F) sdo tais
que: de[—F] e Ge[—F], logo [—FI(d qua G); mas —Fc[—F], logo —[—F](d
qua F).

h) Seja F = G por hipoétese. Logo, (x) (F(x) «> G(x)). Desta ultima se segue
(x) (G(x) — F(x)). Supondo R(F), entdo (x) (F(x) — R(x)). Logo, (x) (G(x)
— R(x)), que por defini¢do é R(G). Um argumento semelhante supondo R(G)
para concluir R(F) completa a prova de esquerda para direita. Para provar de
direita a esquerda, suponhamos (R) R(F) <> R(G) e seja R = E Logo, F(F) <
F(G). Como, por ¢), temos F(F), se segue F(G). Analogamente, com R = G,
temos G(F) <> G(G). De novo, por ¢), G(F). Como temos F(G) e G(F), por
e) temos F = G.
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