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Resumo

O objetivo deste trabalho é apresentar uma reconstrugao sistematica
da critica do segundo Wittgenstein ao programa logicista de fundamen-
tagao da matematica. As duas primeiras segoes tratam da perspectiva de
Wittgenstein na filosofia da matematica e de algumas distingoes, feitas
no Tractatus, que antecipam o que Wittgenstein dird posteriormente nessa
perspectiva. A explicagao, empreendida por Russell, do sentido de propo-
sigdes (equagdes) matematicas em termos de tautologias no quadro da
l16gica formal e a defini¢ao do conceito de nimero por Frege e Russell
sao expostas na terceira segdo e criticadas nas segoes subseqiientes.
Assim, ao contrario do que se assume comumente, a andlise de Wittgens-
tein mostra que Frege e Russell ndo realizam uma « redugao » do
conceito de numero ao conceito « mais fundamental » de correlagao
biunivoca (4); de acordo com isso, 0s niimeros nao sao mais concebidos
como propriedades reais de classes que poderiam ser obtidas por
abstragdao, mas como formas ou possibilidades que determinam a priori
a descrigao do mundo da experiéncia (5); algumas consideragdes sobre
0 uso inevitavel dos sistemas mais potentes de representagao numérica,
p- ex. a notagao decimal, naderivagao formal de proposigdes matematicas
envolvendo grandes nimeros mostram, além disso, a autonomia essen-
cial das técnicas matematicas frente a técnica logistica (6). O trabalho é
encerrado com uma observagdo sobre o sentido que se pode dar, no
quadro da filosofia de Wittgenstein, a expressao « os fundamentos da
matematica ».

1 Departamento de Filosofia da PUC-Rio.
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Abstract

The aim of the present paper is to present a systematic reconstruction of the later
Wittgenstein’s critique of the logicist program of establishing the foundations of
mathematics. The first two sections deal with Wittgenstein’s approach to the Tractatus
which anticipate Wittgenstein's later statements on the subject. Russell’s attempt to
explain the meaning of mathematical propositions (equations) in terms of tautologies
within the framework of formal logic, and Frege and Russell’s definition of the concept
of number, are set forth in the third section and criticized in the subsequent sections.
Thus, contrary to what is usually assumed, Wittgenstein’s analysis shows that Frege
and Russell do not « reduce » the concept of number to the « more fundamental »
concept of oneto-one correlation (4); accordingly, numbers are no longer conceived as
real properties of classes that might be arrived at by means of abstraction, but rather
as forms or possibilities that determine a priori the description of the world of
experience (5); further, some considerations about the representation — such as
decimal notation — in the formal derivation of mathematical propositions involving
large numbers show the essential autonomy of mathematical techniques in relation to
the technique of logistic (6). The last section contains some observations about the
meaning that might be given, within Wittgenstein’s philosophy, to the phrase « the
foundations of mathematics ».

1. Um ponto de vista ndo matematico na filosofia da matematica

Entre os escritos de Wittgenstein, as Observages sobre os Fundamentos da
Matemdtica (Wittgenstein [1956]) talvez sejam os que provocaram as criticas
mais veementes. Mesmo fildsofos que admiram ocasionalmente as Investi-
gagoes Filoséficas (Wittgenstein [1953]) nao dao, freqiientemente, valor especial
as reflexdes de Wittgenstein sobre a matematica. Os criticos (por exemplo,
Anderson [1958], Bernays [1959], Dummett [1959], Kreisel [1959]) tampouco
estao sempre de acordo com a filosofia de Wittgenstein tal como ela encontrou
sua expressao nas Investigacdes Filoséficas, sobretudo com a filosofia dos
conceitos psicolégicos (« philosophy of mind ») contida ai. Eles parecem, porém,
ser, por principio, de opiniao que os fundamentos da matematica (o « discurso
sobre coisas matematicas »), ao contrario, talvez, do « discurso sobre coisas
mentais », formam um objeto filos6fico que nao se deixa analisar com os
métodos de Wittgenstein.

Uma das razdes para a rejeigao tao forte da filosofia da matematica de
Wittgenstein relaciona-se, seguramente, com 0 modo como ele concebe sua
investigacao dos fundamentos da matematica. Esta nao deve ser, segundo
o modo de ver de Wittgenstein, de natureza matematica : « Nela nao se
calcula; portanto, ela nao é, por exemplo, logistica. » (Wittgenstein [1953],
p- 544). Nao se trata de dar a8 matematica, através, por exemplo, de melhores
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demonstragdes ou novos célculos 16gicos, um « fundamento mais seguro ».
Wittgenstein volta-se, notoriamente, contra a idéia, introduzida pela 16gica
matematica, de que um calculo l6gico-matematico poderia fundamentar ou
tornar segura a matematica. Assim, ele rejeita decisivamente as pretensoes,
levantadas no marco do programa hilbertiano de uma nova fundamentagao
da matemdtica, de « garantir a confiabilidade do aparato matematico »
(Hilbert [1925], p. 89) e de « adquirir clareza total sobre os principios da
inferéncia na matematica » (Hilbert [1922], p. 16) através da aplicagdo do
método axiomatico, para restaurar, com isso, na matematica, « a antiga
reputacdo da verdade inexpugnavel » (p. 15). Para Wittgenstein [1969], é,
ao contrario, certo que « tampouco a légica é uma metamatematica, isto é,
tampouco o trabalho com o célculo 16gico pode revelar verdades essenciais
sobre a matematica » (p. 296). « Por isso, ndo ajuda coisa alguma na filosofia
da matematica refundir provas em novas formas. » (Wittgenstein [1956], p.
302).

Nisso se manifesta uma oposi¢ao vigorosa a autocompreensao dos pesqui-
sadores dos fundamentos. Que uma investigagdo no ambito da « filosofia da
mente » ndo deva ser psicoldgica, tornou-se mais ou menos plausivel para ngs?.
Para os representantes dos mais diferentes pontos de vista na discussao sobre
os fundamentos da matematica parece, contudo, ébvio que os problemas
filosoficamente relevantes da matematica sio também (e talvez somente)
problemas ldgico-matematicos®.

Essa tendéncia filosofica é apresentada por Wittgenstein como « a
irrupgao funesta da l6gica na matematica » (Wittgenstein {1956], p. 281),
através da qual teria chegado a filosofia uma pseudo-exatidao « que ¢é a
pior inimiga da verdadeira exatiddo » (Wittgenstein [1969], p. 296). Para a
tradigdo pos-fregeana da logica matemadtica, a escolha deve ser feita entre
a imprecisdo e a inutilidade da linguagem cotidiana e filosofica, por um
lado, e uma linguagem artificial, matematicamente controldvel, por outro
(cf. Russell [1903], p. 3 ss.). E nesse contexto que Wittgenstein fala da
« maldigdo dairrupgao da l6gica matematica na matemadtica » (Wittgenstein
[1956], p. 299) e da pseudo-exatiddo que consiste em querer substituir a
linguagem normal por um discurso regrado esquematicamente, como se
fosse possivel obter, dessa maneira, uma compreensao « mais rigorosa » da

2 Mas ha também escripulos. E suficiente que nos lembremos de representantes da moderna
psicologia cognitiva, de Jerry Fodor [1978), por exemplo, que afirma também contra
Wittgenstein : « Devemos desistir de procurar andlises; a psicologia é a unica filosofia da
mente que temos chance de alcangar » (p. 61).

3 Johann von Neumann [1931], por exemplo, ja diz a propésito da questao da validade geral
da matematica dassica : « Digno de nota é o fato de que essa questio, em e por si mesma
filos6fico-epistemolégica, estd se transformando numa questao légico-matematica. Como
resultado de trés importantes desenvolvimentos no campo da 16gica matematica (...}, cada vez
mais sdo questdes matematicas nao-ambiguas, nao questdes de opinido [matters of taste], que
estao sendo investigadas nos fundamentos da matematica » (p. 61).
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matemadtica. Esse é um erro, alids, que Wittgenstein atribui antes a Russell
do que a Frege, A tradigdo iniciada com os Principia Mathematica de Russell
e Whitehead, que cré continuar o trabalho deFrege, se ocupa estranhamente,
como Wittgenstein [1964] nota, « com uma linguagem ‘ideal’ [...] e ndo com
anossa » (p. 52). A filosofia da matematica passa a ser, entao, ou a elaboragao
dos fundamentos 16gico-mateméticos da matemdtica ou « mera opinido
filosofica ».

Wittgenstein coloca-se contra esse desenvolvimento. Sua atitude na filosofia
da matemadtica ndo se baseia, ao contrario do que seus criticos gostam de
sugerir, no conhecimento insuficiente do contetido da 16gica matematica e da
matemadtica moderna. A relagdo entre a matematica e a pesquisa dos funda-
mentos é concebida na filosofia de Wittgenstein de tal modo que a tentativa
de construir sistemas de regras, cada vez mais abrangentes, para os calculos
matematicos e as derivagdes logicas nao é atacada como tal. Do ponto de vista
de Wittgenstein, essa tentativa somente se torna problematica quando aqueles
que a empreendem esquecem as determinagdes particulares (« locais ») que
estio na base de todos os sistemas de regras construidos formalmente,
passando entdo a oferecé-los como uma « nova fundamentagio segura » da
matematica.!

As consideragdes « gramaticais » de Wittgenstein almejam colocar numa
ordem sindtica os fendmenos que se manifestam no aprendizado, na operagao
e na utilizagdo das estruturas matematicas. Contra a tendéncia, tipica das
teorias dos fundamentos, de reduzir a matemdtica a formalismos unitérios
(« eternos »), a ordem procurada por Wittgenstein deve levar-nos ao reconhe-
cimento da matemaética como « uma mistura variegada de técnicas de prova »
(Wittgenstein [1956], p. 176), como « um fendmeno antropoldgico » (p. 399)
também como uma dimensao histérica’.

Um exemplo significativo dessa postura é a discussdao wittgensteiniana
da definigdo l6gica do conceito de nimero, formulada, inicialmente, por
Frege e retomada, depois, por Russell, bem como da explicagao logicista do
sentido de uma equagdo aritmética. As paginas seguintes ocupam-se
pormenorizadamente com essa discussao.

4 Uma desaigao predsa do modo como a filosofia da matematica de Wittgenstein se relaciona com
a légica matematica pode ser encontrada em Kambartel [1963] : « Para ele, é suspeita a pretensao
da légica matematica de dar, em seu sistema, as proposigbes e as provas matematicas sua forma
exata, que fixa e revela o sentido prdprio das formulagbes verbais. [...] Importa-lhe considerar a
matematica enquanto fendmeno, isto é, assim como o que é matematico realmente aparece, e
enquanto um fendmeno complexo, diferenciado, e nao reinterpreta-la e reduzi-la a outra coisa, a
construgoes 16gico-formais, por exemplo. Sob esse aspecto, a ‘irrupgao da l6gica’ aparece com
‘maldigao’. ...} Em vista do fendmeno ‘matematica’, nas conexées do ‘como aprendemos’, ‘como
fazemos’, ‘para que utilizamos’, a fundamentagaol6gica da matematica torna-secoisameramente
imaginada, aparéncia. » (p. 185)

5 « Também ha 500 anos pode existir uma filosofia da matemitica, do que era entdo a
matemitica. » (Wittgenstein [1956), p. 302)
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2. Distingoes l6gicas e distingdes de objetos segundo propriedades

Antes de tratar dos detalhesdo programa logicista de uma fundamentagao
da matemética, e de sua critica por Wittgenstein, é qtil esclarecer o sentido de
algumas distingdes que Wittgenstein tragou na primeira fase de sua filosofia e
desenvolveu na segunda.

Ja no Tractatus logico-philosophicus (Wittgenstein [1921]), o conceito de
nimero — como, de resto, todos os « conceitos formais » é qualificado de
« pseudoconceito » : sua expressao remete somente a um (ou ao) trago
caracteristico de todos os simbolos numéricos. No sistema do Tractatus, os
conceitos formais sao designados por varidveis, ao passo que os valores de
uma varidvel designam os objetos que caem sob o respectivo conceito
formal. A varidvel é dada com os seus valores. Ao contrério, a estipulagao
dos valores de uma varidvel implica a especificagao completa das expressdes
« cuja caracteristica comum é a varidvel » (3.317). Por isso, Wittgenstein
afirma : « A estipulagdo dos valores é a varidvel. » (3.316). Porém, se os
conceitos formais devem ser representados por varidveis e nao, como
queriam Frege e Russell, por fungdes ou classes (4.1272), e se uma variavel
ja estd dada com seus valores, entdo nao podem ser introduzidos separa-
damente na linguagem ldgica os objetos de um conceito formal e o préprio
conceito formal. A expressio de um conceito formal é somente a forma
comum dos simbolos que designam os objetos que caem sob esse conceito.
Isso implica no nosso caso : « O conceito de nimero nao é senao 0 comum
a todos os numeros, a forma geral do nimero. O conceito de nimero é a
varidvel nimero » (6.022).

Tanto na primeira como na segunda fase de sua atividade filosoéfica,
Wittgenstein condena o uso indiscriminado de termos gerais 16gicos
(« logische Begriffsworter ») como termos gerais proprios (« eigentliche
Begriffsworter »), porque isso produz a impressiao de que é possivel,
também na légica, classificar coisas segundo suas propriedades, com o
que as proposigdes que articulam essa classificagdo aparecem como
descrigdes reais, « substanciais ». Nao ha, porém, dois tipos de entidades,
0s objetos de um conceito formal, por um lado, e o préprio conceito
formal, por outro, que se possam introduzir na légica. O que se introduz
é sempre um conteido e uma forma simultaneamente. Essa é a razao
pela qual é impossivel expressar, através de uma proposigao « substan-
cial », « que algo cai sob um conceito formal como seu objeto » (4.126).
A tentativa de expressar isso conduz diretamente s6 a « pseudopropo-
sigdes ». A suposta descrigao dos objetos (16gicos) segundo suas proprie-
dades « internas », isto é, 16gicas, nao é uma descrigao real, porque —
ao contrario das constelagdes de fatos empiricos, nas quais propriedades
« externas », isto é, acidentais ou contingentes, sao atribuidas a objetos
(reais) — ela nao é, falando estritamente, passivel de negagao. Para
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Wittgenstein, isso relaciona-se com o fato de que a generalidade l6gica ndao
éacidental (6.031, 6.1232)¢.

Para a segunda filosofia de Wittgenstein, uma das fontes da confusao nos
fundamentos da matematica é a mesma ja identificada no Tractatus. Nas
consideragdes tedricas sobre os fundamentos, distingdes l6gicas sio freqiien-
temente apresentadas, na opinido do segundo Wittgenstein, como se se tratasse
da distingao de objetos segundo propriedades reais, « como quando se distin-
guem magcas vermelhas de verdes » (Wittgenstein [1969], p. 463 ss.). A propo-
sigdo de Dedekind, por exemplo, segundo a qual uma classe infinita é aquela
que pode ser correlacionada biunivocamente a uma subclasse real de si mesma,
parece articular uma separacgao real, classificatoria, no interior das classes.
« Com isso, [Dedekind] indica, aparentemente, uma propriedade que a classe
deve ter para cair sob o conceito ‘classe infinita’. » (p. 464). De fato, porém, as
classes infinitas, por um lado, e as finitas, por outro, pertencem a categorias
l6gicas diversas. Uma vez aprendido como se opera com classes infinitas, como
se pode relaciona-las uma as outras, como se pode pd-las em correlagdo
biunivoca etc., 0 conceito « classe infinita » esta esgotado. E ndo se precisa mais
fixd-lo através da definigdo « uma classe infinita pode ser correlacionada
biunivocamente a uma de suas subclasses ». Tal determinagado expressa so-
mente uma relagao « interna » entre um conceito formal e seus objetos. Ela é,
para usar as palavras do Wittgenstein do Tractatus, uma « pseudoproposicao »
que, mal compreendida, faz com que a distingdo 16gica entre classes infinitas
e finitas seja confundida com a distingdo prépria de objetos segundo proprie-
dades (acidentais).

Essa confusdo é atribuida por Wittgenstein também a teoria de Russell,
0 qual, como veremos mais exatamente, trata 0s numeros como proprie-
dades de classes. Por nao distinguir claramente propriedades « internas »
de « externas » e usar termos gerais 16gicos como se fossem termos gerais
proprios, Russell chega a concepgao da igualdade numérica como descrigao
substancial de uma relagdo entre os objetos chamados « classes ». A
proposicdo matematica recebe com isso o0 « status » de uma proposigao
cientifico-natural. E a matematica é privada, na filosofia de Russell, da
generalidade estrita.

Uma motivagao central de Wittgenstein no Tractatus é exatamente a discus-
sdo critica das teorias que nio reconhecem « a posigao singular » das propo-
sigdes l6gicas e matematicas « entre todas as proposicdes » (Wittgenstein

6 Wittgenstein chega, nesse ponto, a0 mesmo resultado de Kant, que também argumentava a
favor da separagao entre « a generalidade estrita » e a « comparativa » ou « meramente
acidental ». Proposi¢Ses gerais no sentido estrito sio para Kant [1781) igualmente nao
passiveis de negagao, ao passo que a generalidade empirica é « somente um aumento
arbitrario da validade », a generalidade estrita torna um juizo nccessario, « de forma que
nenhuma excegao é admitida como possivel » (p. B3). Como em Wittgenstein, a generalidade
estrita pertence, em Kant, a esséncia da l6gica e da matematica.
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[1921], 6.112). O carater geral dessa critica é mantido na obra posterior’.
Proposigdes matematicas nao exprimem, tanto na primeira como na segunda
filosofia de Wittgenstein, propriedades « externas » de objetos. Positivamente,
a analise « gramatical » do segundo periodo mostra que a matematica nos
fomece um quadro no qual podemos descrever objetos empiricos, isto €, um
quadro no qual podemos formar proposigoes (« reais ») que podem ser postas
a prova no que diz respeito aos seus contetidos de verdade : « A proposigao
matematica deve mostrar-nos o que faz sentido dizer. » (Wittgenstein [1956], p.
164). Com isso, porém, o valor transcendental que proposigdes logicas e
matematicas ja tém no sistema do Tractatus é ainda mais fortemente acentuado.
Em conseqiiéncia, proposi¢des matematicas sao qualificadas nao mais de
« pseudoproposigdes », como ocorria no Tractatus, mas de proposigdes « gra-
maticais » ou regras para o uso de simbolos matematicos em proposigdes
significativas (ndo-matemadticas) :

Poder-se-ia exprimi-lo de maneira rudimentar, dizendo que proposigdes ma-
tematicas que contém um simbolo determinado sao regras para o uso desse
simbolo; tais simbolos podem ser, entao, utilizados em assergdes ndo matema-
ticas. (Wittgenstein {1975], p. 37).

Lembremo-nos de que somos persuadidos, na matemaética, de proposigoes
gramaticais; a expressao, o resultado dessa persuasao €, portanto, que aceitanios
uma regra. (Wittgenstein {1956}, p. 162).

3. A fundamentagao logicista da aritmética elementar

Podemos, agora, voltar-nos para o programa do logicismo e sua critica por
Wittgenstein.

O programa de Frege e, depois, de Russell era o de mostrar que a
matematica inteira deve ser reduzida a légica simbdlica. Russell parte da

7 A Gramdtica Filoséfica (Wittgenstein [1969], p. 457) e as Obseroagdes sobre os Fundamentos da
Matemdtica (Wittgenstein [1956], p. 68 ss.) confirmam o ensinamento do Tractatus
(Wittgenstein {1921}, 6.1261) segundo o qual na l6gica, como na matematica, ao contrario das
ciéncias experimentais, processo e resultado (ou descrigao e objeto) sdo equivalentes. « O
aritmético », como se diz nas Observagdes Filosdficas (Wittgenstein [1964), « n3o é a opor-
tunidade de reunir 5 e 7, mas o processo e o que dele resulta » (p. 127). A operagao aritmética
nao é um meio ou vefculo que nos conduz a uma meta ja existente. « Nao se encontra, na
matematica, um caminho que nao seja uma meta. Nao se pode dizer : eu ja tinha todos esses
resultados, procuro, agora, somente um caminho melhor que conduza a todos » (p. 183). A
operagao + 1 repetida trés vezes, por exemplo, « gera e é onimero3 » (p. 148). Isso quer dizer
que a matematica nao é uma linguagem que descreve objetos (empiricos ou ideais) : « O que
encontramos nos livros de matematica nao é a descrigio de algo, mas a coisa mesma. Fazemos
amatematica. Assim como se diz : ‘escrever histéria’ e ‘fazer histdria’, s6 é possivel, num certo
sentido, fazer matematica » (Wittgenstein [1967a), p. 34: cf. Wittgenstein [1964), p. 186). Pois
« a aritmética nao fala de nimeros, mas trabalha com nimeros » (Wittgenstein [1964], p. 130).
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idéia de que as proposigdes matematicas podem ser expressas de acordo
com a forma légica basica « p implica q », onde p e q sdao fungdes
proposicionais, isto é, formulas que contém somente variaveis e constantes
logicas. A forma l6gica geral de uma proposigdo matematica é, portanto,
no sistema légico de Russell, « ¢ (x, y, z, ..) implica y (x, y, 2, ...) », ou em
termos mais formais « ¢ (x, y, z,..) Dy (x,y,z ..) », onde x, y, z, ... sao
variaveis e o simbolo O representa a implicagao formal. A substituicao dessas
varidveis por valores adequados (constantes) transforma as fungdes proposi-
cionais em proposigdes reais, que sao verdadeiras ou falsas de modo definido.
A relagdo entre as fungdes proposicionais ¢ (x, v, z, ...) e y(x, y, z, ..),
representada pelo simbolo o, deve, entdo, ser verdadeira para todos os valores
permitidos das varidveis x, y, z, .. Assim, a toda proposi¢dio matematica
(verdadeira) corresponde, no sistema de Russell, uma proposigao (meta)logica
da forma « ¢(x,y, z, ..) o y (x, ¥, z, ...) 6 uma tautologia ».

Com essa correspondéncia, Russell almeja mais do que uma mera tradugao
da matematica na linguagem da légica simbdlica. A utilizagdo da 16gica deve
revelar o verdadeiro sentido das proposigdes matematicas. Assim, Russell
[1903] afirma que o verdadeiro sentido (« true meaning ») de uma proposigao
aritmética elementar como 1 + 1 = 2 é 0 da assergdo de uma implicagao formal
entre duas fungdes proposicionais complexas, de modo que o lado esquerdo
do simbolo de implicagdo contém uma conjungao légica, ao passo que o lado
direito é formado por uma proposigao sobre uma soma légica. O conjunto teria,
portanto, a forma « p . g > r ». E isso seria o0 que queremos dizer, na verdade,
com « 1+ 1=2»(pp.6 e 135). Tais reconstrugdes, que serao consideradas de
modo pormenorizado no que segue, sdo possiveis, segundo Russell, ndo
somente paraa aritmética elementar, mas também para a anélise, as geometrias
euclidianas e ndo-euclidianas, a dinamica racional « e um nimero indefinido
de outras disciplinas ainda ndo nascidas ou ainda em sua infancia » (p. 5).

A realizagdo integral do programa logicista de uma fundamentagao da
matematica é, de acordo com Russell [1919], somente « uma questio de
detalhe » (« a matter of detail ») (p. 194). Para a compreensdo da critica
wittgensteiniana a esse programa nao é necessario, contudo, que consideremos
os aspectos mais esotéricos e detalhados do sistema de Russell. De fato,
Wittgenstein limita-se em sua critica, por razdes que ainda serao discutidas, a
aritmética elementar dos nimeros inteiros. Com base no exemplo da adigao
de nimeros inteiros é possivel mostrar, segundo Wittgenstein, o verdadeiro
significado da teoria de Russell.

A adigao, em todas as suas formas, é reduzida por Russell [1903] a duas
operagdes elementares da 16gica de classes : a soma logica e o produto logico
de duas classes u e v. O produto 16gico gera a classe cujos elementos sdo os
elementos comuns as classes 1 e v, a0 passo que o resultado da soma 16gica é
a classe que contém como elementos todos os elementos de u e todos os
elementos de ». Uma das teses de Russell afirma que a adigdo de nimeros
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inteiros pode ser definida exclusivamente sobre a base da soma légica (p. 117).
O procedimento definitério deve ser, a0 mesmo tempo, uma fundamentagao
da aritmética : « O ponto importante a ser observado é que a adigao légica de
classes é a nogao fundamental, a0 passo que a adigao aritmética de niimeros
é completamente subseqiiente » (p. 119). Tomando como ponto de partida a
l6gica de Peano, Russell mostra que operagoes da 16gica de classes podem ser
representadas e fundamentadas (derivadas) no cédlculo proposicional. A soma
l6gica de suas classes, por exemplo, pode ser representada como a disjungao
de duas fungdes proposicionais (p. 18 ss.). Russell utiliza esses resultados na
transcrigdo de uma adigao aritmética em seu sistema l6gico-proposicional.
Mediante defini¢es l6gicas e operagdes simbdlicas formais, ele procura
ascender da soma légica de classes a adigao aritmética de nimeros inteiros.
No sentido oposto, ele reduz a adigao aritmética a uma implicagao formal e,
dai, a operagoes elementares com classes.

Se duas classes finitas e nao vazias u e v nao tém elementos comuns, isto ¢,
se elas sao disjuntas, entdao o niimero de elementos da soma légicade ne v ¢,
evidentemente, igual a adigao aritmética do nimero de elementos de 1 com o
numero de elementos de v. Podemos assegurar-nos da validade dessa igual-
dade contando os elementos de u e de v por um lado, e 0s elementos da soma
légica de u e v, por outro. Todavia, esse procedimento, por se apoiar na
contagem, pressupde o conceito de nimero, que deveria antes, no sentido do
logicismo, ser explicado. A definigao nao-circular da adigao aritmética sobre a
base da l6gica de classes so é, portanto, possivel sob a condigao de que nao se
pressuponha nessa definigao o que a expressao « niimero de elementos de uma
classe » significa. Além disso, a contagem, como procedimento de verificagao
de igualdades numéricas, s6 é aplicavel a conjuntos finitos e Russell quer
abranger com sua definigao também os conjuntos infinitos (Russell [1903], p.
114, Russell [1919], p. 17), 0 que torna o significado da expressao « niimero de
elementos de uma classe » ainda mais obscuro.

Russell quer resolver esses problemas através do recurso a definigao de
numero como classe de classes. Por enquanto, podemos simplesmente
assumir que seja possivel definir o conceito de niimero dessa maneira, isto
¢, sem circularidades. Nesse caso, podemos entao considerar a igualdade,
verificdvel sem contagem, entre o numero de elementos da soma légica de
duas classes disjuntas 1 e v, por um lado, e a adi¢ao dos numeros de
elementos das classes 1 e v, por outro, como uma justificagdo ou explicagao
definitéria do que é propriamente a adigao aritmética em sua forma mais
elementar. (it + ¥ =% UV é, no caso disjunto, a definigio de adicao. [ ¥
significa o niumero (cardinal) de u.]

Finalmente, se atentarmos para o fato de que classes podem ser dadas
extensionalmente, mediante uma lista de seus elementos, mas também intensio-
nalmente, através da especificagdo de uma propriedade definitoria que faz com
que alguns elementos sejam elementos de wma classe, entao poderemos
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representar a adigao aritmética de dois niumeros inteiros, a soma 3 + 4 = 7, por
exemplo, da seguinte maneira :

(33x) fx. (34x) gx. ~(3x) fx. gx> (3 7x) fxv gx

Tal cadeia simbdlica pode ser parafraseada assim : se uma classe u, definida
pela propriedade f, tem trés elementos; se uma classe v, definida pela proprie-
dade g, tem quatro elementos; e se, além disso, as classes # e v nao tém
elementos comuns, entdo a soma légica dessas classes tem exatamente sete
elementos.®

A expressao (3 3x) fx simboliza, de maneira muito simplificada, a circun-
stancia de que a classe definida pela propriedade f tem trés (e somente trés)
elementos. Ao invés de substituir essa expressao por uma mais adequada,
podemos explicar o que significa dizer que uma classe tem um certo nimero
de elementos. Uma classe u tem 2 elementos, por exemplo, se 1, em primeiro
lugar, tem elementos e se, sempre que x for um elemento de u, existir um
elemento de 1 que é diferente de x; se, porém, x e y sdo elementos de i e se z
é diferente de x e de y, entdo toda classe que contém z como elemento é
diferente de 1/ (Russell [1903}, p. 135). Deve-se observar que o (conhecimento
do) numero 2 nao €, aparentemente, pressuposto nessa explicagao. E, eviden-
temente, ela pode ser estendida a classes com 3 ou mais elementos. Postos em
forma simbodlica, os resultados da aplicagao desse procedimento podem ser
incorporados a transcrigao légica da equagao aritmética. Isso levaria a substi-
tuigao da expressao (3 3x) fx por uma expressao complicada do ponto de vista
técnico. Tal complicagao seraevitadaneste trabalho. Mantenhamos, entretanto,
a explicagdao acima na lembranga e tratemos a expressao (3 3x) fx como uma
notagao abreviada do fato de que a classe simbolizada dessa maneira tem 3
elementos. A expressao (3 7x) fx v gx significa, nesse sistema notacional, que
a soma ldgica das classes definidas pelas propriedades f e g, respectivamente,
tem 7 elementos. (Nesse ponto, Russell faz uso da possibilidade, ja menciona-
da, de representar operagoes da l6gica de classes na l6gica proposicional.)

Se generalizarmosos resultados obtidos até agora, podemos dizer : a proposi-
Gaoa +b=c,ondea, be crepresentam niimerosinteiros, corresponde, no sistema
de Russell, a assergao de que (3ax) fx. (A bx) gx. ~ T x) fx. gx > (3 cx)fx vgx é
uma tautologia.

A demonstragao dessa asser¢ao deve fazer referéncia exclusivamente a
classes e operagdes com classes, sem pressupor, portanto, que ja sabemos
através da contagem e dos algoritmos aprendidos na escola primaria o que sao

8 A terceira fungao proposicional da esquerda para a direita exprime somente o fate de
que as classes em questao sao disjuntas. Se isso ja estiver claro de algum outro modo —
o que Wittgenstein freqtientemente supde — a proposi¢ao 3 + 4 = 7 pode ser represen-
tada por : (3 3x) fx. (3 ¢x) gx o (3 7x) fx v gx. As vezes, Wittgenstein escreve sim-
plesmente (3 3x).(3 4x) 5 (3 7x).
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0s nimeros a, b e ¢ e como eles estao relacionados entre si. Sob a suposicao de
que a definigao do conceito de niimero proposta por Russell é realizavel, a
explicagao logicista de uma adigao aritmética nao contém circularidade real,
pois ela nao trata primordialmente de niimeros, mas de classes. Ela afirma,
basicamente, que determinadas classes podem ser construidas a partir de
outras classes segundo operagoes logicas e que ha relagdes entre essas classes
que podem ser constatadas independentemente da contagem dos seus elemen-
tos. Nessa perspectiva, os nimeros e suas relagdes sao introduzidos posterior-
mente, através do recurso a essas relagoes formais, e atribuidos as classes como
propriedades. Como Russell [1903] diz :

Aadigdo,como deveria ser observado cuidadosamente, ndo é, primordialmen-
te, um método de formar niimeros, mas de formar classes ou colegdes (p. 135).

A adigdo ¢, primordialmente, adigdo 16gica, da qual, mais tarde, a adigdo
aritmética é derivativa. A assergio de ntimeros depende do fato de que uma
classe de muitos termos pode ser um objeto l6gico sem que o seja aritmetica-
mente (p. 136).

O problema filosoficamente interessante nesse contexto é o de saber se
podemos realmente ter um acesso puramente 16gico aos nimeros, isto €, um
acesso independente de nossa pratica da contagem e da operacdo algoritmica com os
ntimeros. Pois s6 assim poderiamos incorporar a lgica a aritmética e, talvez,
além dela, a matemdtica inteira. A definigao logicista de nimero deve possi-
bilitar esse acesso. Com sua ajuda, e sem o recurso a contagem e ao conheci-
mento prévio da aritmética, devemos poder constatar, entre outras coisas, que
duas classes tém o mesmo niimero de elementos. Com isso poderiamos, enfim,
provar que determinadas configuragdes simbolicas sao tautologicas, obtendo,
assim, esclarecimentos essenciais sobre a matematica.

Alguns tragos centrais da definigdo logicista de numero, concebida
inicialmente por Frege e retomada, sem alteragoes substanciais, por Russell
podem ser pressupostos, aqui, como conhecidos. Frege procura determinar
o conceito geral de nimero através da explicagdo do sentido da equagao
« 0 nimero que cabe ao conceito F é 0 mesmo que cabe ao conceito G ».
Como se trata de obter, em primeiro lugar, o conceito de nimero, a
expressao « o numero que cabe ao conceito .. » deve desaparecer na
explicagio da equagdo mencionada. Para isso, Frege [1884] introduz o
conceito de « eqliinumerosidade » (« Gleichzahligkeit »), de tal maneira que
o significado da expressao « eqliinumérico » (« gleichzahlig ») nao deve ser
deduzido de sua composigao etimolégica, pois isso pressuporia, evidente-
mente, 0 conceito de nimero, mas da seguinte definigao :

A expressdo « o conceito F é eqiiinumérico ao conceito G » ¢ sinénima
da expressdo « existe uma relagdo ¢ que correlaciona univoca e recipro-
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camente os objetos que caem sob o conceito F aos objetos que caem sob o
conceitoG» (p.85).

Com base nisso, Frege [1884] define o niimero que cabe ao conceito F como
« a extensao do conceito ‘eqiiinumérico ao conceito F' » (idem).

O uso lingiiistico de Russell difere do de Frege. Russell [1903} considera
os nimeros como propriedades de classes (p. 113), como principios de
repartigao de classes. Isto é : 0 nimero é um ponto de vista possivel sob o
qual classes podem ser separadas e reunidas. Como Russell [1919] diz,
« uma forma de reunir certas colegdes, a saber, aquelas que tém um certo
nimero de termos » (p. 14). Assim como a asser¢ao de que um certo objeto
é vermelho coloca-o na classe dos objetos vermelhos, a especificagao
numérica diria, essencialmente, que uma classe pertence a um certo
conglomerado de classes, o conglomerado das classes cuja propriedade
comum é 0 mesmo numero de elementos. Assim, sob esse ponto de vista,
todos os pares pertencem a um conglomerado, os trios pertencem a outro
conglomerado etc. Duas classes pertencem ao mesmo conglomerado se
existir entre elas uma relagao que as correlacione biunivocamente, isto é, se
as classes puderem ser relacionadas de modo que a cada elemento da
primeira classe corresponda exatamente um elemento da segunda, e a cada
elemento da segunda corresponda exatamente um elemento da primeira.
Classes que se relacionam dessa maneira sio chamadas por Russell de
« similares ». O nimero cardinal de uma classe u é definido, entao, como
a classe de todas as classes que sao similares a classe u. O nimero 2, por
exemplo, é, de acordo com essa defini¢ao, a classe de todos os pares; o
nimero 3, a classe de todos os trios etc. (Russell [1903], p. 115 ss.; Russell
[1919], p. 18).

Frege e Russell procuram mostrar a plausibilidade desse procedimento
definitério mediante alguns exemplos elementares. Se um garcom — eis o
exemplo de Frege [1884] — quiser ter certeza de que coloca sobre a mesa o
mesmo numero de pratos e facas, ndo precisa contar esses objetos, mas
simplesmente colocar ao lado de cada prato uma faca, isto é, estabelecer uma
relagao biunivoca entre os pratos e as facas (p. 81 ss.). De modo semelhante,
Russell pergunta sobre as condigdes em que dizemos que dois conjuntos tém
0 mesmo niimero de elementos. Sua resposta é : quando eles podem ser postos
em correspondéncia biunivoca. A alternativa do « senso comum », a contagem
dos elementos, ndo €, para Russell, uma alternativa real, pois contar os
elementos de um conjunto é 0 mesmo que estabelecer uma relagao biunivoca
entre 0 conjunto que se deseja contar e um subconjunto dos simbolos numé-
ricos « 1, 2, 3, ... ». Como Russell [1919] diz : « A nogdao de similaridade esta
pressuposta logicamente na operagao da contagem » (p. 17).

Portanto, de acordo com Frege e Russell, nao precisamos ou devemos
recorrer, « por trds » da relagdo de similaridade, a um conhecimento « mais
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bésico » dos nimeros e da contagem. Com a constatagao da similaridade, no
sentido técnico de correlagdo biunivoca, ja estaria descrito tudo o que deveria
ser descrito nesse contex¥. A correlagdo biunivoca parece ser, assim, em Frege
e em Russell, o #inico critério logicamente adequado para a igualdade numérica. Ela
forneceria, em outras palavras, o instrumento l6gico mediante o qual deve
tornar-se possivel a concepgdo de uma determinagdo puramente légica do
conceito de niimero e de uma dedugao formal da matematica a partir da 16gica
simbdlica.

4. Correlagao légica e correlagao empirica

Wittgenstein [1975] coloca em agao sua critica exatamente no ponto em que
Frege e Russell usam a correlagdo biunivoca como critério da igualdade
numérica. Ai comegam, segundo seu modo de ver, os problemas que fazem da
definigdo logicista de nimero « uma histdria terrivelmente complicada », « um
verdadeiro pantano » (p. 187). Frege e Russell tentaram comprimir casos
heterogéneos do uso da expressao « numericamente igual » num dnico esque-
ma. A igualdade numérica de dois conjuntos com muito poucos elementos,
por exemplo, pode ser constatada simplesmente com uma olhada. Chega-se a
uma decisdo, nesse caso, imediatamente, sem contagem ou correlagdo. O
arranjo dos elementos de acordo com um padrdo facilmente apreensivel
também é um critério da igualdade numérica. Reconhecemos nos dois conjun-
tos 0 mesmo padrao e, assim, sua igualdade numérica (Wittgenstein [1969], p.
353 ss.; Wittgenstein [1975], p. 189). Evidentemente, a correlagao biunivoca,
como Frege a elucida no exemplo do gargom, isto é, a correlagao feitarealmente
mediante o tragado de linhas, a ligagdo com fios, a ordenagao espacial etc., é
também um método efetivo para a descoberta da igualdade numérica. Exatamente
isso torna a correlagao real imprestavel para a defini¢do do conceito de igualdade
numérica, pois ela pode mostrar que dois conjuntos tém 0 mesmo nimero de
elementos, mas somente porque 0s conjuntos sdo, anteriormente a toda
correlagdo, numericamente iguais.

O teor da definigao logicista de nimero, sobretudo em Frege, traz consigo
uma dificuldade real. Frege diz que um conceito F é « eqiiinumérico » a um
outro conceito G quando existe uma relagao univoca e reciproca entre os objetos
que caem sob esses conceitos. E impossivel que ele queira dizer com isso que
a igualdade numérica passe a existir somente com o estabelecimento real da
correlagdo. A ligagao criterial entre o conceito de igualdade numérica (« eqiii-
numerosidade ») e a correlagao real representaria, em primeiro lugar, uma
forma insustentdvel de verificacionismo na filosofia da matematica. Em
segundo lugar, seria uma tolice exigir sempre uma correlagdo real entre
conjuntos numericamente iguais. Em muitos casos importantes, 0os conjuntos
nao se deixam correlacionar desse modo, mas tém ou podem ter, apesar disso,
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o0 mesmo numero de elementos. Se a realizacdo da correlagio real (efetiva) for
impossivel por alguma razao contingente, a assergdo de que os conjuntos sao
numericamente iguais ainda faz sentido, desde que a igualdade numérica possa
ser constatada através de outros critérios (Wittgenstein [1975], p. 190). Assim,
a afirmagdo de que o garqom do exemplo de Frege pode correlacionar pratos
e facas ndo quer dizer que a igualdade numérica existe somente apés a
utilizagdo do método da correlagao biunivoca. A possibilidade de correlacionar
facas e pratos ndao depende, evidentemente, dos esforgos do gargom, mas
precisa « existir previamente ». Através de seu esforgo, a igualdade numérica
pode ser constatada, porque os pratos e as facas estdo 1a em mimero certo.
Pode-se conceder que a correlagao (realizada corretamente) é, em determinadas
circunstancias, uma condigao suficiente da igualdade numérica, um meio com
0 qual se pode mostrar que 0s conjuntos sio numericamente iguais. De maneira
alguma ela é uma condigao necessdria. Isso implica, porém, que a igualdade
numérica (a « eqiiinumerosidade ») possibilita a correlagdo, ao invés de ser
determinada, em primeiro lugar, por ela (Wittgenstein [1967a], p. 164 ss.)

Com a expressdo « existe uma correlacdo », tal como ela ocorre em sua
definicdo, Frege precisa ter em mente ndo uma correlagdo real, mas uma
correlagio possivel. De fato, ele diz, noutra passagem, que dois conceitos sao
« eqliiinuméricos » quando « existe a possibilidade de correlacionar biunivo-
camente 0s objetos que caem sob os conceitos (Frege [1884], p. 79). Russell
[1903] afirma também : duas classes sdo similares se seus elementos podem ser
correlacionados biunivocamente (p. 113). Que podemos fazer alguma coisa
nesse caso, que € possivel fazer algo, ndo significa, porém, que tentamos e,
provavelmente, conseguimos fazé-lo. A possibilidade de que se trata nesse caso
é, obviamente, l6gica, ndo-empirica. O gargom pode distribuir corretamente os
pratos e as facas porque hd, de ambas as coisas, 0 mesmo niimero de pegas. A
possibilidade da correlagao é, portanto, a igualdade numérica dos conjuntos,
que deve ser determinada antes da realizagao da correlagao efetiva e que é
utilizada como critério da corregdo dessa realizagao. (A pergunta sobre como
isso ocorre vai ocupar-nos brevemente.)

Ao distinguir entre possibilidade l6gica e possibilidade empirica ou real,
Wittgenstein inverte, de certo modo, a tentativa fregeana e russelliana de
definir o conceito de nimero. Emboraa correlagio real possibilite a constatagao
de que os conjuntos tém o mesmo nimero de elementos, a igualdade numérica
assim obtida ndo pode ser utilizada para definir o conceito de nimero, pois
pressupde o nimero. O conceito de niimero nao esta assentado sobre o conceito
da correlagdo biunivoca, mas, ao contrario, o0 nimero, a igualdade dos
numeros, é a condigdo logicamente inaliendvel da correlagao.

Como se reconhece, porém, a possibilidade da correlagdgo ? Como nao
podemos abandona-la a experiéncia, a realizagdo de correlagdes reais, a
possibilidade da correlagdo deve ser determinada antes da experiéncia, na
matematica. A maneira normal de reconhecer se dois conjuntos sio numerica-
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mente iguais, isto é, se existe, numa situagdo dada, a possibilidade da
correlagao, consiste em contar 0s conjuntos em questdo. Algumas operagoes
matematicas como adigao, multiplicagao etc., em conexao com o0 agrupamento
dos elementos em subconjuntos adequados, podem ser titeis em tais circun-
stancias. Essas operagdes reduzem-se, porém, de uma maneira ou de outra, a
contagem : elas podem ser vistas como modos matematicos de contar. Por
outro lado, a contagem, como Russell afirma, ndo é sendo o estabelecimento
de uma correlagdo biunivoca entre a classe, cujos elementos devem ser
contados, e a seqiiéncia (a classe ordenada) dos simbolos numéricos « natu-
rais ». Parece, portanto, que ndo podemos evitar o recurso a correlagdes (reais)
e que temos de tornar compreensivel o conceito de niimero unicamente sobre
a base de correlagdes. Assim, a ligagdo, estabelecida por Frege e Russell, entre
a igualdade numérica e a correlagdo biunivoca permaneceria, apesar do que
foi dito a propdsito da possibilidade 16gica da correlagao, intacta. A distingao
entre a correlagao real e sua possibilidade l6gica parece somente adiar, ndo
resolver o problema.

Pode-se conceder que os métodos matematicos de constatagao da igualdade
numérica, de contagem na matematica, sao também « métodos de correlagao ».
A questdo importante é verificar se a tentativa logicista de explicitagdo do
numero sobre a base da correlagdo ndo ameaga apagar as fronteiras que
separam as constatagdes matematicas dos fatos de experiéncia, eliminando,
assim, a divisdo entre logica e empiria. Sio entdo comparaveis (no sentido
relevante nesse contexto) os métodos de correlagdo na matematica e os
métodos reais com os quais o garqom relaciona pratos e facas ? H4, na
matematica, somente uma maneira de correlacionar, de contar ? Como é que
se conta ou correlaciona, afinal, na matematica ? E como podemos distinguir
esses métodos dos métodos reais de correlagdo ?

A primeira vista, a circunstancia de que os conjuntos a serem contados tém
muitos ou poucos elementos parece ser matematicamente irrelevante. Porém,
como é possivel decidir se, por exemplo, duas seqiiéncias muito longas de
tragos verticais sio numericamente iguais ou ndo ? Ainda que sua realizagao
seja a mais cuidadosa possivel, a correlagdo através do tragado de linhas de
ligagdo entre os elementos das duas seqiiéncias ndo pode ser, nesse caso, o
critério da igualdade numérica. E provavel, se formos muito cuidadosos, que
ndo fagamos um erro ao tentar por, dessa maneira, as duas seqiiéncias em
correspondéncia biunivoca. Que se possa dizer dessas seqiiéncias que elas s@do
numericamente iguais, e ndo somente que elas paracem ser iguais, nao é,
contudo, uma questao de probabilidade. O que constitui aigualdade numérica
das seqiiéncias nesse caso ndo é « a igualdade aproximada da configuragao »
(« Gestalt »), mas o fato de que elas tém, de fato, o mesmo niimero de tragos,
0 que devemos constatar através da utilizagao de outros critérios, de outras
maneiras de contar (Wittgenstein [1969], p. 331). E aqui h4, conforme o caso,
vérias alternativas que podem conduzir-nos a um resultado seguro, diferentes
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técnicas com as quais podemos contar (nos dois sentidos !) na matematica. O
que estd na origem dessas técnicas é sempre a tradugdo dos signos formados
pelos tragos em oufros signos, os quais permitem distingdes que ndo podem ser
feitas sem essa tradugao (p.330). Queminsistir, porém, no velho procedimento,
deixando de recorrer as técnicas adequadas de tradugao e tragando linhas de
ligagao entre as duas seqiliéndas muito longas ndo estard contando. Este estaréd
fazendo antes uma experiéncia (psicoldgica), ao passo que aquele que se
orienta pelos procedimentos matematicos adequados ao caso, procurando, por
exemplo, explorar certas propriedades do sistema decimal, realiza um cdlculo,
uma operagdo aritmética. Se o primeiro correlacionou corretamente, isso se mostra
quando o resultado obtido por ele for comparado com o0 que a contagem (a
correlagdo matematica) revela. Pois s6 entao decidimos se 0s conjuntos em
questao podem ser postos em correspondéncia um-a-um.

Como se sabe, Russell quer cobrir com sua defini¢ao nao somente conjuntos
muito numerosos, mas também conjuntos infinitos. Todavia, o que significa
correlacionar biunivocamente o conjunto dos nimeros naturais, por exemplo,
e o conjunto dos nimeros pares é algo que s6 podemos explicar dentro da
matematica. Nesse caso, nao existe uma correspondéncia « na realidade » e
nao podemos apoiar-nos numa compreensao « pré-matemdtica » do que
significa a expressao « correlagao biunivoca ». Se tentarmos, por exemplo, a
maneira do gargom do exemplo fregeano, escrever a série dos numeros
naturais sobre a série dos nimeros pares, de modo a poder ligar os termos
correspondentes com linhas verticais, isto é, de modo a correlacionar « na
intuigao sensivel » os dois conjuntos, obteremos somente um par de classes
finitas correlacionadas entre si. Nao podemos correlacionar efetivamente
« todos » 0s nimeros naturais, por um lado, e « todos » 0s pares, por outro.
Se registrarmos, agora, trés pontos ou a palavra « etc. » a direita desse par de
classes (finitas) e dissermos que conjuntos infinitos podem, como se vé, ser
postos em correlagao biunivoca, entao nao estaremos mais usando a expressao
« correlagao » como ela foi introduzida no exemplo fregeano do gargom que
distribui facas e pratos ou no exemplo russelliano dos maridos e das mulheres
(Russell [1903], p. 113), ainda que haja semelhangas entre os dois modos de
uso. A palavra « etc. » ou 0s trés pontos nao podem ser considerados, nesse
caso, como uma mera abreviagao, como se nao pudéssemos escrever O resto
das classes em questao somente por falta de tempo ou escassez de papel e tinta.
Na seqiiéncia « a, b, ¢ etc. », a expressao « etc. » esta no lugar do resto do
alfabeto, representa abreviadamente um certo nimero de letras e pode ser
eliminada pela transcrigao dessas letras. Ao contrdrio, o « etc. » da seqiiéncia
« 1, 2,3 etc. » é, por assim dizer, uma parte integrante da seqiiéncia e nao pode,
nem mesmo « em principio », ser eliminado. Isso nao tem coisa alguma a ver
com a finitude humana. Afirmar que nao podemos escrever « todos » 0s
numeros cardinais é completamente dessemelhante & asser¢ao de que nao
podemos escrever um milhdao de niimeros inteiros em 10 minutos. Isso nao
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conseguimos de fato, ao passo que a primeira afirmagao quer dizer que ndo faz
sentido tentar escrever « todos » 0s nimeros cardinais. Sem a semantica do
«etc. » ndao ha nimero ou cardinalidade de conjuntos infinitos. A questao sobre
0 que significa dizer que existe ou pode existir uma correlagao biunivoca entre
tais conjuntos deve ser, antes de mais nada, esclarecida conceitualmente. Uma
correlagdo baseia-se, nesse caso, numa indu¢ao matematica, relacionando-se
essencialmente as leis de formagao dos conjuntos em questao. Os conjuntos
sao entao definidos ndao mais por propriedades, como a definigao logicista
requer, mas pelas leis de formagao. Por isso, a palavra « correlagao » — e com
ela também expressdes como « classe » ou « nimero » — designa, no contexto
das classes infinitas, algo diferente do que designa no contexto das classes
finitas. « Faz-se algo de novo e charna-se a isso ‘correlagao biunivoca’, e depois
chama-se algo completamente novo ‘ter 0 mesmo nimero’. » (Wittgenstein
[1975], p. 194.)

Se considerarmos tais exemplos, deixados de lado por Frege e Russell na
explicagdo do conceito de numero, mas que podem ser multiplicados, a
definigdo de numero cardinal como classe das classes que podem ser
correlacionadas entre si mostra-se nao tanto errada, como vazia. Ela refere-se,
como vimos, nao a correlagdes reais, mas a possibilidade da correlagao. Seu
sentido depende, portanto, dos critérios com que reconhecemos a possibili-
dade da correlagao. Contudo, a definigao logicista de niimero deixa comple-
tamente indeterminados os procedimentos segundo os quais a correlagio na
matemadtica é estabelecida e a igualdade numérica (enquanto possibilidade da
correlagao real) é constatada. Ela gera a impressao de que s existe wm modo
de correlacionar classes, de que qualquer um ja sabe o que é correlagao,
sendo indiferente se ela deve ser estabelecida na matematica ou fora dela,
na « vida real ». Porém, « a correlagio na vida real (mediante linhas de
ligacao, posigao etc.) estd para a correlagdo na matematica assim como a
ligacdo na vida real esta para a ligagao geométrica por meio de uma reta ».
(Wittgenstein [1975], p. 190.)

Uma informagao precisa sobre as convengdes que subjazem a correlagao na
matematica, por exemplo no caso de conjuntos muito grandes ou no caso de
conjuntos infinitos, ndo nos é fornecida pela definicao de Frege e Russell.
Poder-se-ia mesmo mostrar que alguns problemas surgidos no plano mais
elevado dos grandes conjuntos emergem também no plano mais baixo dos
pequenos conjuntos. De fato, lidamos, na matematica, com diferentes técnicas
de correlagao que se complementam mutuamente, estabelecendo, de maneiras
variadas, os padrdes da possibilidade l6gica, com os quais podemos, entao,
julgar a corregao das realizagdes tentativas de correlagao real. Cada técnica,
como Wittgenstein [1975] diz, é « um novo modo [...} de considerar as coisas »
(p. 194). Ela determina, em cada situagao, o que deve ser visto como numeri-
camente igual, e, na verdade, antes de qualquer correlagao real. A definigao
logicista ndao nos esclarece mais sobre os nimeros, porque nao elucida as
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determinagdes particulares que servem de base aos diferentes modos de uso
da expressao « correlagao », sobretudo no &mbito da matematica.

Em outras palavras : a idéia de correlagao é introduzida por Frege e Russell
no sentido de um controle empirico da igualdade numérica, para a qual eles
fornecem exemplos intuitivos. Posteriormente, a definigao proposta faz (im-
plicitamente) referéncia ndo mais a correlagao real, mas somente a possibili-
dade légica de correlacionar classes, sem que se diga como a correlagao deve
ser, entao, efetuada e controlada. A definigao logicista nao realiza, assim, uma
« reducao » do conceito de niimero ao conceito « mais basico » de correlagao
biunivoca. Ela fala somente em geral sobre igualdade numérica e correlagao,
sem distinguir de modo preciso entre correlagao real e l6gica. Desta, ha, porém,
nao somente uma forma, mas muitas, que precisamos explicar sempre « local-
mente » (em particular), de tal maneira que precisamos fazer referéncia a nossas
técnicas matematicas da constatagdo da igualdade numérica e, com isso, aos
diferentes tragos essenciais do conceito de niimero.

Resumindo, podemos ver, agora, como a nao consideragao da distingao
entre correlagao logica e empirica opera na explicagao logicista do conceito de
numero. Ela faz, em primeiro lugar, com que a proposigao « duas classes
numericamente iguais podem ser postas em correlagao biunivoca » seja trans-
formada na proposicao bem distinta « existe uma correlagao biunivoca entre
classes numericamente iguais ». Como a assergao « se duas classes sao corre-
lacionadas biunivocamente, entao sao numericamente iguais » nao pressupde
o (conhecimento do) niimero, passa-se a crer que a assergao « duas classes sao
numericamente iguais quando podem ser correlacionadas biunivocamente »
tampouco pressupde o nimero. Desse modo, pretende-se justificar a idéia de
que os procedimentos logicistas podem submeter nossa praxis operativa com
0s numeros a um padrao rigoroso, ao invés de se deixarem controlar por ela.
Como Wittgenstein [1969] diz nesse contexto : « Aqui, o carro foi atrelado na
frente dos bois » (p. 355).

5. Numero e forma

Todavia, nem tudo esta errado na explicagdo do conceito de nimero por
Frege e Russell. Wittgenstein acentua muitas vezes, em suas Prelegdes sobre 0s
Fundamentos da Matemdtica (Wittgenstein [1975], que Frege e Russell deram,
com sua definigao, « um passo extremamente dificil que, uma vez, tinha de
ser dado » (p. 200). A concepgao da especificagao numérica como uma assergao
sobre um conceito, segundo a qual o nimero nao é atribuido as coisas, mas
cabe propriamente a um conceito, torna clara a relagao entre nimero e
propriedade de um conceito. Com isso, « a gramatica fica muito mais clara e
determinados mal-entendidos tornam-se impossiveis ». E « isso é, enquanto
utilizdvel, um esclarecimento muito amplo » (p. 319).
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Aqui, porém, é preciso distinguir exatamente entre o conceito, no sentido
de uma propriedade delimitadora que determina uma extensao e a prépria
extensao do conceito. A especificagio numérica contém uma assergao sobre
uma classe somente nos casos em que esta é concebida intensionalinente, isto é,
como um conceito. Ela podeser, entao, a expressao de um conhecimento empi'rico,
pode ser significativamente afirmada. Por outro lado, o niimero nao é uma
propriedade empiricade uma extensao, compreendida como uma classe dada
extensionalmente. Nesse caso, 0 numero e a classe nao estao numa relagio
contingente, que se poderia considerar como objeto de uma afirmagao signifi-
cativa. A especificagdo numérica, enquanto for compreendida como uma
assergao sobre uma classe, « nao se relaciona a uma extensao, isto é, a uma
lista que pode ser a extensdao de um conceito » (Wittgenstein [1969], p. 332).
Portanto, a extensao nao pode ser aquilo a que se atribui o niimero como uma
propriedade. A partir daqui, é possivel ver por que, na légica de Russell, ao
contrario da opiniao de Russell, uma classe ndo é descrita, quando se lhe atribui,
de acordo com a definigao logicista, um nimero cardinal.

Se, em primeiro lugar, a classe for dada intensionalmente, entao a definigao
do nimero como classe das classes que podem ser mapeadas univocamente
sobre ela ainda nao nos da uma resposta a pergunta « quantos elementos tem
a classe em questao ? » Da definigao segue-se somente que todas as classes
« similares » a essa determinada classe tém 0 mesmo numero de elementos.
Contudo, com essa informagao ainda nao é conhecido o niimero de elementos.
« A especificagio do miimero é a especificagdo do quanto e nio a especificagio da
igualdade numérica. » (Wittgenstein [1967a], p. 222.) Além disso, é um assunto
empirico, filosoficamenteirrelevante, constatar, através de correlagoes reais, se
dois conjuntos descritos intensionalmente sao ou nao numericamente iguais.
« Nao sao as extensdes das propriedades que deveriam interessar-nos, mas o
que toma possivel descrevé-las » (p. 222). Assim, sob o recurso a concepgao
intensional das classes, a 16gica de Russell ndo consegue fixar o significado
dos numerais. Por isso, Wittgenstein diz com razao : « Se Russell abrir o jogo,
deve entender por correlagao algo que é dado através de uma lista » (p. 165).

Se, porém, em segundo lugar, classes forem dadas extensionalmente, entao é
tautolégicaou contraditdriaa afirmagao de que elas sao numericamente iguais,
pois toda classe descrita dessa maneira ja contém « uma imagem do nimero »
(Wittgenstein [1967a], p. 222), que se encontra numa relagao interna com a
classe e possibilita a correlagao real. A negagao da proposi¢ao de que duas
listas s40 numericamente iguais nunca é meramente falsa. Se tomarmos isso
em consideragdo, podemos perceber que a proposicao de que duas classes
dadas extensionalmente podem ser univocamente correlacionadas nao des-
creve pura e simplesmente as classes em questao. Tal proposigao é « super-
determinada » na medida em que, com a especificagao das extensoes, a
possibilidade da correlagao entre elas ja estd dada. Nao se pode (ou deve) mais
afirmar essa possibilidade. Na linguagem do Tractatus : nao se podedizer, isto
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é, afirmar significativamente, que classes determinadas extensionalmente sao
numericamente iguais. De forma analoga, Wittgenstein [1964] registra também
na segunda fase de sua filosofia : « Dizera propodsito de uma extensao que ela
tem tal e tal nimero é absurdo, pois 0 nimero é uma propriedade interna da
extensao » (p. 141).

A propésito do conceito (da « intensao ») pode-se, portanto, asserir o
nimero, também mediante uma correlagao real. Sobre essa base, porém,
nao se pode pretender (re)construir o significado dos signos numéricos, a
nao ser que se aceite uma forma muito estreita do verificacionismo
semantico, a favor do qual nada parece falar. Relativamente as extensdes,
a tentativa de definir o conceito de nimero mediante uma correlagao é
prepostera, pois com as extensoes ja esta dada a possibilidade da correlagao
(a igualdade dos niimeros). Sobre isso, diz Wittgenstein [1967a] : « Em caso
algum significa um proveito querer fundamentar o nimero sobre a
correlagao » (p. 165).

Como essas passagens sugerem, encontramos, nesse ponto, a distingao, ja
introduzida no Tractatus, entre conceitos formais e conceitos proprios, ou entre
propriedades internas e externas. Ao passo que podemos dizer, com a corre-
lagao real, algo sobre conjuntos dados intensionalmente, a saber : que eles sao
ou nao sao numericamente iguais; a possibilidade ldgica da correlagao nao
pode ser expressa por uma proposigao (« real »), porque ela é « uma relagao
interna das extensdes conceituais », « dada somente através da igualdade dos
nimeros » (Wittgenstein [1964], p. 140). « O niimero », como se 1é noutra
passagem, « é a propriedade externa de um conceito e a propriedade interna
de sua extensao (da lista dos objetos que caem sob ele). O niimero é 0 esquema
de uma extensio. » (Wittgenstein [1969], p. 332.)

Com isso, Wittgenstein continua sua critica, iniciada no Tractatus, a
tentativa, empreendida por Frege e Russell, de obter o conceito de niumero
através de um principio de abstragao. Wittgenstein insiste, depois como
antes, no fato de que o nimero nao é uma propriedade real de uma classe,
de que nado fazemos, com a especificagdo numérica, uma distingao no
universo das classes. O conceito de nimero é, antes, uma forma (um
conceito formal) que se mostra no uso dos signos numéricos. Ele é uma
varidvel que « nao esta para o nimero assim como o conceito de maga esta
para uma maga (ou o conceito de espada para Nothung). » (Wittgenstein
[1969], p. 285.) A definigao logicista de um niimero qualquer precisa utilizar
um simbolismo que tem a mesma multiplicidade do que ela deveria definir.
« Mas, entao, o decisivo é essa multiplicidade e nao a definigao. » (Witt-
genstein [1967a], p. 223.) Em outras palavras : 0 niimero é um trago essencial
pressuposto na construgao do simbolismo e que lhe da, em cada caso, a
multiplicidade necesséria para a expressao de relagdes numéricas. Como
uma forma, ele se mostra no simbolismo, como algo que nao pode ser
definido, pois « é absurdo querer definir aquilo sobre o qual repousa a
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possibilidade de toda comunicagio e compreensio » (p. 224). E isso
distingue o conceito de niimero dos conceitos proprios.’®

E verdade que desaparece, nas Observacdes sobre os Fundamentos da
Matemdtica (Wittgenstein [1956)), toda referéncia terminoldgica explicita a
conceitos formais e conceitos proprios. Contudo, o essencial dessa distingao
é mantido.” Assim, em conexao com o « experimento » em que 100 esferas
sao agrupadas e reagrupadas, de forma perspicua, em dez filas de dez
esferas cada, Wittgenstein [1956] chama a atengao para o fato de que o
matematicamente essencial nesse processo, no qual sao demonstradas certas
peculiaridades das 100 esferas, sao as « propriedades internas », nao
« externas » das fileiras de esferas (p. 69). Na medida em que o « experi-
mento » é desenvolvido de tal modo que dele resulta uma imagem que pode
ser gravada facilmente, mostram-se as propriedades do nimero 100, em
contraste, por exemplo, com as propriedades do material. « O que desen-
volvo, pode-se dizer, é o papel que « 100 » desempenha no nosso sistema
de célculo » (p. 68). O experimento, ou melhor, a imagem do experimento
pode, entdo, servir-nos como prova, na qual nao as esferas materiais, mas
« as proprias formas » (p. 54) sao reagrupadas. Gravamos (inculcamos) essas
formas que posteriormente usamos para lidar com processos reais, isto ¢,
para descrevé-los. « Os nimeros sao formas [Gestalten] (nao quero dizer os
simbolos numéricos) e a aritmética nos informa sobre as propriedades
dessas formas [Gestalten). [...] As formas, porém, desempenham o papel de
imagens que se usam dessa e daquela maneira » (p. 229 ss.). As proposigdes
matemadticas, com as quais captamos as propriedades dos nimeros, colo-
cam, portanto, & nossa disposigao possibilidades de exposigao da realidade;
elas devem « fornecer somente a estrutura para uma descrigao » (p. 356).

O nimero aparece, nessas consideragdes, como uma forma da realidade num
sentido verdadeiramente kantiano. Ele é « a possibilidade do quanto », assim
como o espago € « a possibilidade do onde » e o tempo « a possibilidade do

9  Wittgenstein [1967a] resume sua criticacom o seguinte comentario : ««Na base de toda a l6gica
de Frege e Russell estd a confusao de conceito e forma. Os niimeros sao conceitos. Nao se
chega a eles através de generalizagao. Frege e Russell procuraram a esséncia do niimero numa
diregao errada. Eles acreditavam que o nimero trés é o resultado de wma espécie de
generalizagao de trés cadeiras, trés ameixas, etc. E assim, para expressar o caracteristico dessa
generalizagao, eles inventaram o principio da abstragao. O nimero trés nao é o que é geral
nos trios. O nimero trés surge tao pouco através de generalizagao a partir dos trios
individuais, como a forma de uma imagem surge através de generalizagdo a partir das
imagens individuais. O nimero 3 é a forma comum dos trios, mas nao sua propriedade
comum. A forma 3 pode ser somente transportada, mas nao definida » (p. 224 ss.).

10 Esse é o caso também na chamadafase intermediaria da filosofia de Wittgenstein. Nas Observagdes
Filosdficas (Wittgenstein [1964]) 1é-se, por exemplo : « Os nimeros sao imagens das extensdes
conceituais » {(p. 124). « Os nimeros sao o que caracterizo na minha linguagem através dos
esquemas numéricos. Isto é, tomo (por assim dizer) os esquemnas numéricos da linguagem como
o que meé conhecido e digo : os niimeros sao o que esses esquemas representam » (p. 129). « Os
nimeros sio uma forma dada na realidade através das coisas [...] » (p. 133).
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quando » (Wittgenstein [1967a], p. 214). Trata-se, em todos esses casos, ndo de
propriedades da realidade, que poderiamos obter através de uma abstragao,
mas justamente de possibilidades transcendentais, que ndo podem ser reduzi-
das a aspectos da realidade, porque determinam a priori sua descri¢ao. Contra
Russell [1919], por exemplo, que acredita que a matemadtica e a logica se
ocupam do mundo real (« real world ») tio verdadeiramente como a zoologia,
embora somente das propriedades mais gerais e abstratas do mundo (p. 169),
contra toda concepgao filoséfica que ndo separa nitidamente as proposi¢des
matematicas das constatagdes empiricas, « substanciais », a critica de Witt-
genstein coloca a matematica numa perspectiva claramente transcendental. A
matematica fornece-nos, nessa perspectiva, esquemas, imagens, paradigmas
ou formas, mediante os quais consideramos 0 mundo, com os quais julgamos
processos reais. Ela cria as formas, determina, « em primeiro lugar, o cardter do
que vocé chama de ‘fato’ » (Wittgenstein [1956], p. 381). Ela « deve [..]
determinar o que sio fatos empiricos » (p. 383).

6. Fundamentacgao e uso da aritmética

Voltemos, agora, a interpretagdo russelliana da equagao aritmética
elementar. Como vimos, o verdadeiro sentido de uma equagao como
3 + 4 = 7 deve ser captado, na logica de Russell, pela expressao
(3 3x) fx. (3 4x) gx. ~ (3 x) fx.gx o (3 7x) fx v gx. Essa transcrigao da
proposigao aritmética deve trazer a tona o fato de que a adigdo de
nimeros inteiros é, em seu sentido profundo, a soma légica de duas
classes. A demonstragdo de que tal cadeia simbdlica expressa uma
tautologia equivale a justificagdo ou fundamentagdo definitiva da
proposigdo de que 3 + 4 = 7.

A demonstragdo em questdo é feita mediante o estabelecimento de uma
correlagao biunivoca entre a soma logica das classes disjuntas u (com trés
elementos) e v (com quatro elementos), por um lado, e uma classe com sete
elementos, por outro. Se representarmos os elementos das classes envolvidas
por letras minusculas e a correlagdo por linhas horizontais ligando os elemen-
tos correspondentes, a demonstragdo tem o seguinte aspecto :

a—a
u b—©»>

¢ —— ¢ | classe com

avv a —— d | 7 elementos
soma Iégica] y{ D——e
deuev c — f
d —g
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Poderiamos, também, diferenciar os elementos das diversas classes através
de sinais graficos adequados, tratar os sinais como representantes das classes
e incorporar tudo na transcrigdo ndo-abreviada da proposigao aritmética que
queremos fundamentar. A correlagio seria feita, nesse caso, 8 medida que se
corta um elemento do paréntese a direita do simbolo deimplicagao para cada
elemento do primeiro paréntese da esquerda para a direita e, quando estiver-
mos prontos com esse paréntese, do segundo paréntese, até que nao sobre mais
elemento algum. Para fins praticos, isso é, sem diuvida, enfadonho; porém,
parao desvelamento do verdadeiro sentido da aritmética e paraa compreensao
de nossa pratica operativa com 0s nimeros, isso €, na opinido de Russell, de
grande significado.

Wittgenstein [1964] diz, nesse contexto, que poderiamos estar em divida
sobre 0 modo como deve ser obtido o numeral do paréntese direito da transcri-
Gao logica da equagao aritmética, caso ainda nao soubéssemos « que ele surgiu
através da adigao dos numerais dosdois primeiros parénteses » (p. 126). Segun-
do sua opinido, isso mostra que a férmula légica ndo representa a equagao
aritmética num plano mais profundo, mas é somente mais uma aplicagdo da
aritmética. Essa observagio ndo é completamente correta. E verdade, como
Bernays [1959] nota em seu comentirio sobre Wittgenstein, que precisamos
realizar, na demonstragao logicista de uma equagao elementar, « a mesma veri-
ficagdo comparativa [..] tal como ela sucede na contagem habitual ». A funda-
mentagado logicista requer « exatamente as comparagdes que sao utilizadas no
célculo elementar » (p. 13). Contudo, a0 menos para a adigdo de pequenos
numeros, a logica de Russell coloca a nosso dispor um procedimento que
poderiamos, aparentemente, aprender e utilizar com sucesso, sem que tenha-
mos de ser, antes, exercitados na aritmética habitual. Dispomos, portanto, nesse
caso, de uma técnica de prova que, como os exemplos mostrados acima devem
ter deixado claro, pode existir « ao lado » ou « antes » da aritmética como algo
mais ou menos independente de sua aplicagao. Nesse sentido, « Russell ensina-
nos [...] wma maneira de somar » (Wittgenstein (1956], p. 145). E seu método para
provar que determinadas configuragdes simbélicas expressam tautologias pres-
creve uma « maneira de colacionar » que, além de nao ser arbitraria (p. 148),
pode mostrar-nos como chegamos, por exemplo, ao 5 a partirdo 2 edo 3 (p. 146).

Para a apreciagdo da questdo de saber se a logica de Russell, com essa
técnica, somente « pendurou [algumas] franjas » (Wittgenstein (1956], p. 146)
no calculo aritmético ou se ela é capaz de alcangar mais do que isso, é
importante perguntar como ela pode ser estendida além do dmbito da adigao
de pequenos numeros. Pois se for possivel mostrar que ninguém poderia ter
uma idéia de « como esse calculo russelliano deve ser estendido, a ndo ser que
a aritmética habitual ja lhe tenha entrado no sangue » (Wittgenstein (1975], p.
191), entdo é suspeita, ou mesmo simplesmente incorreta, a afirmagao de que
Russell « conseguiu realizar uma insergdo da aritmética e sobretudo das
proposigdes numéricas na logistica » (Bernays [1959], p. 13).
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Estranhamente, os fildsofos da matematica nao se ocupam, em regra, em
suas avaliagdes da l6gica matematica, com essa pergunta. Porém, quando
Camnap [1928], por exemplo, afirma que Russell e Whitehead « provaram com
todo o rigor a derivagao das disciplinas mateméticas a partir da logistica » (p.
15), ou quando Bernays [1959] exprime a convicgao de que é possivel « formu-
lar e provar proposigoes aritméticas em termos puramente 16gicos » (p. 13;
énfase minha), isso ocorre sob a suposigao (implicita) de que o método logicista
de Russell, util, inicialmente para a realizagio de demonstragdbes muito
elementares'!, pode ser generalizado sem o recurso as técnicas aritméticas
costumeiras. Certamente, reconhece-se que provas logicistas « com todo o
rigor » de muitas proposi¢des mateméticas ainda no ambito da aritmética
« podem, talvez, preencher algumas centenas ou até mesmo milhares de
paginas ». Mas nisso vé-se somente uma dificuldade pratica que nao traz
prejuizo algum ao significado teérico da logistica.’? Isso nao é sendo a
expressao da idéia segundo a qual poderiamos, uma vez equipados com o
aparato dalogistica, fazer nosso caminho pela aritmética de modo puramente
tedrico, sem precisar esperar que ela « entrasse no nosso sangue », para usar,
mais uma vez, as palavras de Wittgenstein.®

11 Os exemplos de Russell em The Principles o f Mathamatics (Russell (1903]) sao 1 +1=2e2 + 2=4.
E mesmo as demonstragoes desses exemplos so realizadas af de maneira algo simplificada !

12 E assim em Hempel [1945], por exemplo, numa exposigao filosdfica do sistema de definigoes
logicistas : « A defini¢ao de um dos conceitos mais complexos da matematica em termos dos
quatro primitivos mencionados acima pode preencher centenas ou mesmo milhares de
paginas; mas, evidentemente, isso nao afeta de maneira alguma a importancia teérica do
resultado que acabamos de obter; isso mostra, contudo, a grande conveniéncia e a indis-
pensabilidade pratica para a matematica de ter disponivel um amplo sistema de conceitos
definidos altamente complexos » (p. 388).

13 Nesse contexto, Benacerraf [1965] imagina criangas que, filhos de 16gicos militantes, comegam
sua educagao matemadtica com a l6gica, ou melhor, com a teoria dos conjuntos, ao invés de
serem exercitados, como sucede com criangas « normais », na aritmética. Para essas criangas
«anormais », a ordem pedagégica seria também, na opiniao de Benacerraf, aordem epistemo-
l6gica. Somente depois de poder lidar seguramente com demonstragdes e provas na teoria
dos conjuntos, eles aprenderiam algo sobre os niimeros e suas relagées. Porém, isso poderia
ser arranjado, ainda segundo Benacerraf, sem maiores problemas, mediante definig6es
meramente verbais, de forma que nada de novo seria introduzido : « Os pais de nossas
criangas imagindrias precisariam somente indicar que aspecto ou que parte do que as criangas
ja conheciam, sob outros nomes, é o que as pessoas chamam ‘niimeros’. Aprender os niimeros
envolveria aprender novos nomes para conjuntos familiares. Antigas verdades (da teoria dos
conjuntos) adquiririam uma nova roupagem (da teoria dos niimeros) » (p. 273). As criangas
de Benacerraf aprenderiam, assim, com meios exclusivamente da teoria dos conjuntos, a
identificar as classes que as pessoas « normais » chamam de « niimeros (naturais) ». Além
disso, elas aprenderiam que existe uma relagao com respeito a qual essas classes podem ser
ordenadas como uma progressao. Oesse modo, elas adquiriram o conceito do niimero 0 e o
de sucessor e poderiam, entdo, demonstrar os axiomas de Peano. Certamente, para poder
conversar com pessoas « normais », elas precisariam saber o que os outros querem dizer com
« adigao », « multiplicagao » etc. Mas também aqui se mostraria sua « superioridade episte-
molégica ». Pois essas operagdes seriam, para elas, « explicitamente definiveis », o que traz
consigo a vantagem de que elas poderiam controlar com certeza « que operagaes da teoria
dos conjuntos sao, em realidade, a adigdo, a multiplicagao e assim por diante ». Somente 1o
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O verdadeiro sentido da observagio wittgensteiniana ja mencionada, se-
gundo a qual a interpretagao logicista da equagao aritmética é somente mais
uma aplicagdo da aritmética, vem a tona se orientarmos as consideragdes por
outros exemplos, diferentes daqueles com os quais se procura, normalmente,
tornar plausivel a idéia da insercdo total da matematica na logistica.

A objegao de Wittgenstein frente as tentativas 16gico-formais de fundamen-
tagdo da matemadtica .ndo é a de que ndo se poderia provar, no sistema de
Russell, que 3 +4 =7, mas « que ndo se pode constatar dessa maneira que 1000
+ 1000 = 2000 » (Wittgenstein [1956], p. 148), ou que 3 bilhdes + 4 bilhdes = 7
bilhdes (Wittgenstein [1975], p. 346). « Russell ndo prova nem mesmo que 10
x 100 = 1000 » (p. 191). Uma prova russelliana para operagdes com pequenos
numeros estd em ordem porque o método da correlagdao biunivoca é, nesse
caso, suficientemente perspicuo para que possamos ser convencidos do carater
tautologico da transcrigdo légica correspondente. Como se pode, porém,
correlacionar classes quando se trata de grandes nimeros ? Como podemos
controlar que ndo cometemos erros na realizagao da correlagao ? Aqui fica claro
que precisamos de outra técnica, diferente da de Russell, se quisermos provar
que 3 bilhdes + 4 bilhdes = 7 bilhdes. Quem quiser pode traduzir essa igualdade
na linguagem da logistica. Mas a aritmética habitual serve, nisso, de padrao
para o que devemos escrever em termos da logica simbdlica. Na medida em
que fazemos referéncia a determinadas propriedades da notagdo decimal e
mostramos que o resultado dessa operagdo depende somente dos primeiros
algarismos, tornamos perspicua a construgao russelliana e « s6 entdo » produ-
zimos, comisso, « uma prova, onde ela antes nao existia » (Wittgenstein [1956],
p- 143). « Mas entao a proposigao [aritmética] ndo repousa mais sobre a prova
de Russell » (p. 153). As coisas sdo, antes, ao contrario. O recurso & notagao

fim dessa educagao « imaginaria », as criangas seriam confrontadas com o que para nds é o
comego : o0 uso dos nimeros na contagem e na medigao. Contudo, elas seriam introduzidas
nessas atividades nao de modo prdtico, mas, ainda uma vez, através de explicagGestedricas des-
critivas (p. 273 ss.) Benacerraf nao vé dificuldade conceitual alguma nesse Gedasnkenexperiment.
Na verdade, ele observa, no fim de seu ensaio, que uma tal educagao, por fazer com que os
nitmeros aparecam como objetos autdnomos definidos, nao é filosoficamente recomendavel.
Mas « de um ponto de vista matemaitico », ela estaria em ordem. Nio ha, para Benacerraf,
diferencas significativas entre o que é ensinado a essas criangas e o que nds, mortais
ordindrios, sabemos (p. 294). Essa ficgao — e ai reside sua importincia — traz a tona um
componente essencial do programa logicista que permanece nao-questionado em avaliagGes
do seu desempenho. Crispin Wright [1980] formula a questao de uma maneira clara : « A tese
a ser defendida é a de que o tipo de verdade exemplificado pela l6gica e a aritmética é o
mesmo, e que isso deve ser mostrado pela demonstragao de que o nosso modo de re-
conhecimento dessas verdades nao é essencialmente diferente : as verdades aritméticas
podem sempre ser reconhecidas por meios puramente l6gicos. [...] é, por assim dizer, parte
do cariter objetivo da logica e da matematica estarem relacionadas de tal modo que exista,
em principio, um caminho que vai da légica a ‘7034174 + 6594321 = 13628495’, o qual somos
incapazes de seguir por razdes puramente externas » (p. 133). As objeges ndo-convencionais
de Wittgenstein ao logicismo, como Wright nota corretamente, procuram mostrar que essa
tese é fundamentalmente errada, ou, em outras palavras, que ndo podemos formar conceitos
aritméticos dessa maneira.
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decimal que nos é familiar prova algo sobrea « prova » russelliana. A logistica
nao nos diz mais, nesse caso, 0 que devemos obter na matematica, ao passo
que a aritmética deve dizer-nos o que podemos fazer na logica.

A técnica mediante a qual executamos tarefas do tipo exemplificado acima
nao pode ser evitada pela l6gica de Russell. Se obtivéssemos um determinado
resultado para uma adigao e se um outro resultado fosse produzido no sistema
de Russell, confiariamos, certamente, na nossa técnica aritmética ja exercitada
e nao na de Russell. Estariamos convencidos, através do recurso a aritmética
convencional, de que devemos ter errado ao fazer a correlagdo na demonstragao
logicista. Nossa técnica nao é, portanto, posta a prova pela logistica. Faz parte
do que chamamos « adigao » que 3 bilhdes + 4 bilhdes = 7 bilhdes, indiferen-
temente do que se possa « provar » a esse respeito na logistica. Isso quer dizer,
porém, que a tentativa de reduzir a adigao aritmética a operagdes da l6gica de
classes é condenada ao fracasso, pois ela nao pode evitar o uso da aritmética,
o operar, exercitado em comum, dentro do sistema decimal. Aqui vale : « O
uso do célculo tem de cuidar de si mesmo. » (Wittgenstein [1956], p. 146.)

Russell queria mostrar que se trata propriamente, no caso da proposicao
matematica, da afirmagao de uma implicagao, de uma proposigao condicional
« se — entdo ». Inferimos corretamente, quando executamos uma operagao
aritmética (uma « conta »), porque a matematica €, fundamentalmente, 16gica.
E verdade que fazemos uma inferéncia correta quando afirmamos que hd, no
total, 7 bilhdes, quando ha 3 bilhdes num lado e 4 bilhdes no outro, mas ngo
porque a tradugao logicista da proposigao « 3 bilhdes + 4 bilhdes = 7 bilhoes »
exprima uma tautologia. Wittgenstein inverte o raciocinio nesse contexto :
sabemos que lidamos, no caso da transcrigao logicista, com uma tautologia,
porque inferimos, da maneira familiar, 7 bilhdes a partir de 3 bilhdes e 4 bilhdes
(Wittgenstein [1975], p. 346). Isso quer dizer : mesmo o significado da expres-
sdo « tautologia » nao é fixado (exclusivamente) na lgica formal.

Os exemplos de operagdes com grandes niimeros mostram, portanto, que a
decisao sobre a corregao ou nao da fundamentagao logicista de uma proposigao
matematica pressupde o calculo costumeiro. « Se alguém quisesse realmente
provar a adi¢ao de dois niimero grandes com o célculo de Russell, entao ja teria
de saber como se soma, conta etc. » (Wittgenstein [1975], p. 192). A légica de
Russell nos fornece na verdade uma técnica de adigao que corre, por um certo
trecho, paralelamente & nossa velha técnica. Contudo, tao logo as diferentes
técnicas entrem em conflito, decidimo-nos pela velha técnica e corrigimos, de
acordo com ela, osresultados dalégica matematica. Wittgenstein [1956] resume :

Nao é a légica — eu gostaria de dizer — que me obriga a reconhecer uma
proposigao da forma (3) (3) > (3) quando had um milhao de varidveis em cada um
dos dois primeiros parénteses e, no terceiro, dois milhdes. Quero dizer : a 16gica
ndo me obrigaria nesse caso a reconhecer proposigao alguma. Outra coisa me
obriga a reconhecer uma tal proposigao como de acordo com a 16gica (p. 155).
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O que nos « obriga » nesse caso é, evidentemente, a técnica, exercitada em
comum, da adi¢do no sistema decimal. Essa, porém, ndo nos é ensinada pela
légica de Russell. Na verdade, é costume supor nesse contexto que a técnica
do sistema decimal é somente uma extensao inocente do calculo 16gico com
tragos I, I1, 1II, ..., que, com esse célculo, ja estaria dado tudo ou, pelo menos,
o essencial. Hilbert [1925], por exemplo, introduz « o simbolo 2 para a
abreviagao do simbolo numérico I, o simbolo 3 para a abreviagdao do simbolo
numérico Il » etc. De acordo com isso, o simbolo complexo 2 + 3 = 5 deve
« servir & comunicagdo do fato » de que 2 + 3 e 5 « sdo, considerando as
abreviagdes utilizadas, 0 mesmo simbolo numérico, a saber o simbolo numé-
rico 1IIII » (p. 90). Mas em que medida é o simbolo 75836, por exemplo, uma
mera abreviagdo da seqiiéncia de tragos correspondente ? E correto pensar que
tudo o que podemos fazer « abreviadamente » com um simbolo como 75836
poderia ser feito também com a seqiiéncia de tragos que lhe corresponde ?
« Pode-se deduzir a técnica do sistema decimal a partir daquela do sistema I,
I+1 (I+1)+1etc. 2 » (Wittgenstein {1956], p. 149.) Evidentemente, devemos
ter, nessas circunstancias, cautela com a tendéncia generalizada de « ver o
procedimento abreviado como uma sombra palida do nao-abreviado », pois o
primeiro nos ensina « o que deve aparecer como resultado no nao-abreviado.
(Em vez de ser ao contrario.) » (p. 157). As chamadas abreviagdes sdo uma
parte inevitdvel do cdlculo matematico; elas colocam a nossa disposigao novos
meios para a geragao de expressdes « que, sem sua ajuda, ndao poderiam ser
geradas » (p. 144). Os « fatos » que « comunicamos » com simbolos como
75836 dao entrada no mundo matematico somente com a introdugao da
notagao que possibilita sua expressao. Eles tém, também, um outro valor para
nds que o « fatos correspondentes » que podemos comunicar na notagao
nao-abreviada I, 1 + 1, (1 + ) + I etc.M

Essas consideragdes relacionam-se com a observagao, sempre repetida por
Wittgenstein, de que uma prova ndo é um experimento. Contra a tendéncia de
desqualificar os aspectos pragmaticos da demonstragio matematica como
« mera pragmatica » ou como algo que pertence, talvez, a psicologia, mas nao
a logica, Wittgenstein [1956] enfatiza : « Uma prova deve ndo somente mostrar
que é assim, mas que tem de ser assim » (p. 149). Nesse sentido faz uma grande
diferenga (ndo meramente « pratica ») se uma prova ocupa somente uma
pagina ou mil paginas. Nao sc trata mais, no tltimo caso, de uma prova. Se
uma tal construgdo morosa puder ser abreviada mediante a introdugao de uma
notagdo adequada, de modo que o resultado possa convencer-nos e ser
objetivamente utilizado como padrao de justificagdo de nossas operagdes, em

14 « Meu ponto de vista distingue-se do das pessoas que escrevem, hoje, sobre os fundamentos
da aritmética, devido a circunstancia de que nio preciso desprezar um determinado calculo,
por exemplo, o do sistema decimal. Um é para mim tao bom quanto o outro. » (Wittgenstein
(19691, p. 334).



32 Wilson Mendonga

outros contextos, com os simbolos nela contidos, entdao a abreviacao é nao
somente uma comodidade pratica, mas o proprio meio da prova.

Os simbolos do sistema decimal nao sao, assim, introduzidos por mera
comodidade. As tinicas provas para adigdes envolvendo grandes nimeros sao
aquelas que podem ser realizadas na escrita abreviada. O erro da idéia muito
difundida, de que a introdugao do procedimento abreviado nao traz consigo
algo de essencialmente novo é conseqiiéncia do fato de que as diferentes
técnicas de prova sao desacopladas, nas consideragdes tedricas sobre a mate-
matica, dos seus contextos pragmaticos.” A atengao é dirigida ndo ao uso
variado, preferindo-se falar, ao invés disso, de maneira muito geral sobre os
nossos métodos :

Estendemos nossas idéias sobre as operagdes com pequenos numeros aquelas
com grandes nimeros, de modo semelhante a como imaginamos que, se a
distancia daqui ao sol pudesse ser medida com a régua, resultaria exatamente
0 mesmo que obtemos, hoje, de maneira completamente diferente. Isto é,
estamos propensos a tomar a medigdo de comprimento com a régua como
modelo também para a medigao da distancia entre duas estrelas.

E é dito, por exemplo, na escola : « Se imaginarmos réguas colocadas daqui
até o sol .. » e com isso parece ter sido dada a explicagdo sobre o que
entendemos pela distancia entre a terra e o sol. E 0 uso de uma tal imagem
estd completamente em ordem, enquanto estiver claro que podemos medir a
distancia entre nés e o sol, e que ndo podemos medi-la com réguas. (Wittgens-
tein [1956), p. 146 ss.)

A matemdtica revela-se, quando ndao abandonamos « o territorio da
utilidade » (Wittgenstein [1956}, p. 211), como uma conexao de técnicas de
prova engrenadas, mas nao totalmente redutiveis umas as outras, técnicas
que nao precisam e nao podem ser justificadas pela 16gica formal. Wittgens-
tein reconhece que a logistica nos fornece uma técnica adicional que, em
determinados ambitos, pode realizar bons servigos. Importa-lhe, porém,
sobretudo, tornar claro que as pretensdes de explicagio levantadas com
freqiiéncia nesse contexto sao mal colocadas. As técnicas usuais de prova
nao podem ser substituidas e muito menos explicadas pela de Russell.
« Como se pode explicar uma técnica de prova por uma outra ? Como pode
uma delas explicar a esséncia da outra ? » (Wittgenstein [1956], p. 175). A
técnica russelliana, supostamente esclarecedora, pode entrar em conflito,
como vimos, com 0 uso da aritmética, supostamente necessitado de uma
explicagao. Como se decide uma situagao dessas ? « Quem diz, quando eles
nao estao de acordo, qual é o método de calculo verdadeiro, 0 que estd na
fonte da matematica ? (p. 158). O que quer dizer « supor » que tenhamos,
talvez, errado sempre na multiplicagdo 12 x 12 = 144 ? Corrigirifamos, em
vista de um resultado divergente no sistema de Russell, 0 nosso calculo
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usual, ou diriamos : « claro, claro, o célculo estd errado — mas é assim que
eu calculo » (p. 91) ? Nao pode ocorrer, na logistica, a refutagdo ou a
descoberta de que 12 x 12 = 144. Essa proposigao matematica é a expressao
da regra de multiplicagdo. « Isso é o que fazemos quando executamos o
processo que se chama ‘multiplicacao’, 144 é o que designamos, aqui, de ‘o
resultado correto’. » (Wittgenstein [1975], p. 114.) Por isso, a logistica nao
nos déd um critério super-seguro para a correcao de nossas operagoes reais
com numeros. « Essa é a nossa técnica — assim fixamos a nossa técnica e a
ensinamos » (p. 97).

Dispomos, na verdade, de uma pratica estabelecida, assegurada e
extensivel da adigao, multiplicagao etc. E uma ilusdo pensar que ela precisa,
ainda, ser fundamentada logicamente. As avaliages filosoficas da logistica
recorrem, em regra, unicamente a exemplos com referéncia aos quais o
discurso sobre a derivagdo da matemadtica a partir da légica formal parece
muito plausivel. Tao logo outros exemplos (nao-incomuns, senao também
triviais) sdo levados em consideragdo, mostra-se o ponto fraco dessa
posigao : « Inicialmente, as provas longas acompanham as curtas e como
que as tutelam. Mas, finalmente, elas ndo podem mais seguir as curtas e
estas mostram a sua autonomia. » (Wittgenstein [1956], p. 176). Cativados
por uma imagem a cujo uso exato nao prestamos atengao, somos impedidos
de julgar os fatos imparcialmente. As observagoes de Wittgenstein sobre a
adigao de grandes nimeros devem ser vistas como uma tentativa de
libertar-nos do preconceito que nos leva a pensar que os fatos tém de
corresponder a essa imagem capciosa : « a consideragao das provas ldgicas
longas, ndo-perspicuas, é somente um meio para mostrar como essa técnica
[...] pode ir a pique e outras técnicas se tornam necessdrias » (p. 176).

E, portanto, um erro apresentar a matematica como se o resto ainda
nao-coberto efetivamente pelas construgdes lgico-formais fosse algo que ha
de se arranjar no futuro. Com isso, a filosofia da matemética « adia a
introdugao de novas técnicas, — até que se passa finalmente a acreditar que
ela nao é mais necesséria » (Wittgenstein [1956], p. 179). Nessa perspectiva
estreita cré-se poder reduzir a multiplicidade total das técnicas matematicas
de prova a um sistema unitario, explicé-la através de uma técnica. A praxis
matematica variada deixar-se-ia, de acordo com isso, contornar tcoricamente,
formalmente. Essa concepgao, partilhada, alids, na filosofia da matematica, nao
somente por representantes do logicismo, mas também por formalistas, pro-
voca a réplica amarga, porém, como vimos, justa de Wittgenstein [1956] : « O
pernicioso da técnica légica é que ela nos faz esquecer a técnica matematica
especial » (p. 281).

Frente a fil6sofos que gostariam de colocar uma teoria 16gico-formal sob o
uso da matematica. Wittgenstein [1956] relembra constantemente : « Descrever,
nao explicar, é o que queremos ! » (p. 205). « Nossa tarefa ndo ¢ inventar novos
célculos, mas descrever o estado atual » (p. 210). Célculos légicos, como os
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desenvolvidos por Russell e seus seguidores, sdo, no melhor dos casos,
somente meios auxiliares adicionais na matematica. Comparados com 0 uso
real da matemdtica, que deveriam fundamentar, esses cdlculos se revelam
como « por um lado, muito estreitos, por outro, muito amplos — muito gerais
e muito especiais » (p. 146). Se, ao invés de quererreduzir a matematica a essas
construgdes logicas, descrevermos « a geografia, como ela é agora » (p. 302) e
evitarmos com cautela as descrigbes enganadoras « que nos vém imediata-
mente a cabega » (p. 216), entdo ha de ficar claro : a0 invés de esperar que a
l6gica simbdlica possa dar-lhe uma base segura, o uso da matematica tem de
cuidar de si mesmo. As explicagdes profundas, as tentativas de fundamentagao
nao sao necessarias. « Ensine-a a nés e vocé a tera fundamentado. » (Wittgens-
tein [1969], p. 297.)

7. Observagao final

No contexto de uma de suas primeiras discussdes da teoria dos niimeros
de Russell, Wittgenstein [1964] afirma : « O contetido de 5 + 7 = 12 é (se alguém
nao soubesse) exatamente aquilo que traz dificuldades as criangas quando elas
aprendem essa proposicao na aula de aritmética » (p. 126). Ap6s uma critica
de principio as pressuposigdes implicitas na tentativa de representar o sentido
de proposigdes matematicas em termos da teoria dos conjuntos, Wittgenstein
[1967b] pode somente ironizar : « Para compreender o calculo da escola
primdria, as criangas devem ser filosofos de valor; na falta disso, eles precisam
exercicio » (§ 703). O reconhecimento dessa inevitabilidade, por principio, do
exercicio, da introdugao a uma préxis comum, faz com que a matematica, tal
como ela é praticada na escola basica, aparega a Wittgenstein [1967a] mais
rigorosa e precisa do que as tentativas de fundamentagao orientadas pela teoria
dos conjuntos (p. 106). Em geral, Wittgenstein parece considerar a influéncia
da teoria dos conjuntos na nossa reflexao sobre a matematica como o sintoma
de uma « doenga » profundamente enraizada que pde em perigo a nossa
cultura matematica (Cf. von Wright [1978], p. 208).

Pode ser — como Wittgenstein [1967a] pensa — que a matemadtica reassuma
sua verdadeira face, que ela tem na escola basica, « quando a disputa dos
fundamentos estiver encerrada » (p. 105 ss.), de modo que, uma vez « cura-
dos », passemos a procurar os « verdadeiros fundamentos » da matematica
nao mais nas teorias l6gico-formais de Russell e seus seguidores, mas, por
exemplo, na prépria dimensao pedagdgica da matematica. E no entanto, a
discussao dessas teorias nao ¢ irrelevante para a obtengao de uma compreen-
sao reflexiva dos niimeros e de suas relagdes. O caracteristico do « exercicio
filosofico » nesse ambito parece ser, antes, o fato de que s6 podemos formar
um juizo correto na passagem por teorias e pontos de vista que reconhecemos,
no fim, como equivocados. Mas, como disse, somente no fim.
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